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En e s t e  t r a b a j o  s e  resue lven  num&ricamente po r  metodos 
i m p l i c i t u s  en d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  las  ecuaciones  h i p e r b h l i c a s  
c a s i l i n e a l e s  de Saint-Venant d e l  f l u j o  no e s t a c i o n a r i o  
unidimensional  gradualmente va r i ado  de aguas poco profundas sobre  
s u p e r f i c i e  l i b r e  y  fondo f i j o  pa ra  s i s t emas  f l u v i a l e s  de t i p o  
a rbo rescen te  { cuencas)  y  d e l t a i c o ,  en que se t ienen que c o n s i d e r a r  
las condiciones  de compat ib i l idad  en lo6  puntos de con f luenc ia  
(condic iones  de S t o k e r ) .  Lineal izando y  d i s c r e t i z a n d o  segan e l  
metodo de Preissmann demostraremos que e l  problema s e  puede 
r e d u c i r ,  en cada i n t e r v a l o  temporal  de c a l c u l o ,  a  l a  r e so luc ibn  de 
un sistema l i n e a l  de  l a  forma Ax=b, donde l a  mat r i z  A t i e n e  una 
e s t r u c t u r a  e s p e c i a l  r a l a  que f a c i l i t a  s u  s o l i ~ c i b n ;  A y b 
dependen d e l  i n t e r v a l o  temporal ,  no as1  l a  e s t r u c t u r a  de  ce ros  de 
A .  Dicha e s t r u c t u r a  e s  m A s  complicada en e l  caso  d e l t a i c o  que en 
e l  a rbo rescen te ,  por  l o  c u a l  e s  conveniente  t r a t a r l o s  por 
separado . Se  desc r iben  ademas d i v e r s o s  experimentos num&ricos 
r e a l i s a d o s ,  t a n t o  pa ra  e l  caso  de s i s temas  f l u v i a l e s  a rbo rescen te s  
como de redes  complejas d e l t a i c a s ,  incluyendo comparaciones con 
so luc iones  a n a l i t i c a s  conocidas .  
ABSTRACT 
I n  t h i s  work w e  s o l v e  by i m p l i c i t  f i n i t e  d i f f e r e n c e  numerical  
methods t h e  Saint-Venant q u a s i l i n e a r  hype rbo l i c  equa t ions  
r ep re sen t ing  t h e  one-dimensional,  non-steady, g r a d u a l l y  v a r i e d ,  
open channel  flow of shallow waters  wi th  fixed beds on a rbo rescen t  
f l u v i a l  systems ( b a s i n s )  and on d e l t a i c  f l u v i a l  sys tems,  where 
c o m p a t i b i l i t y  cond i t i ons  (S toker  c o n d i t i o n s )  a t  t h e  j unc t ions  must 
be cons idered .  If w e  apply t h e  Preissmann method i n  o r d e r  t o  
l i n e a r i z e  and d i s c r e t i z e  t h e  equa t ions ,  w e  prove t h a t ,  f o r  each 
t ime s t e p ,  t h e  problem can be reduced t o  s o l v i n g  a l i n e a r  system 
A x = b ,  and t h e  mat r ix  A has a s p e c i a l  s p a r s e  s t r u c t u r e  t h a t  
s i m p l i f i e s  i t s  s o l u t i o n ;  A and b depend on t h e  t i m e  s t e p ,  bu t  t h e  
zero/nonzero s t r u c t u r e  of A does n o t .  This  s t r u c t u r e  i s  more 
complicated i n  t h e  d e l t a i c  c a s e  than i n  t h e  a rbo rescen t  one;  t h u s ,  
it i s  convenient  t o  t r e a t  t h e  two cases  s e p a r a t e l y .  We d e s c r i b e  
s e v e r a l  numerical  experiments f o r  both  t h e  a rbo rescen t  and t h e  
d e l t a i c  c a s e .  Comparisons with known a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  a r e  
inc luded .  
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1 . I NTRODUCCI ON 
El flujo no estacionario gradualmente variado unidimensional de 
aguas poco profundas sobre superficie libre y con fondo fijo 
(flujo en canales abiertos, o en rios, considerando solamente la 
coordenada espacial en el sentido del e j e  longitudinal del canal o 
rio) se modeliza mediante un sistema de ecuaciones diferenciales 
hiperbdlicos casilineales, llamadas ecuaciones de Saint-Venant de 
la hidraulica fluvial, planteado en forma de problema mixto con 
condiciones iniciales y de contorno. Estas ecuaciones deben 
resolverse numgricamente; pues no ha podido determinarse en 
general una solucibn analitica. 
Para tramos simples unidimensionales de rios o cauces fluviales, 
10s metodos en diferencias finitas implicitos conducen usualmente 
a la resolucidn,para cada interval0 temporal de cAlculo, de un 
sistema lineal Ax=b, con A matriz banda, no simetrica. Por 
consiguiente, se pueden usar 10s m4todos directos de solucibn de 
sistemas lineales con matrices banda, que requieren un nGmero de 
operaciones igual a O(n), siendo n el orden de la matriz, en lugar 
de ser igual a 0(n3) -lo cual seria el caso si la matriz fuera 
llena -, y usan escaso espacio de memoria de computador. Por ese 
motivo estos rn9todos estAn muy difundidos en modelizaciones 
concretas. En particular, el m&todo mAs utilizado en hidrdulica 
fluvial unidimensional para rios y canales con regimen subcritico 
es el metodo de diferencias finitas implicit0 de Preissmann. 
Pero si el sistema'modelizado que se quiere resolver no es un 
tramo simple, sin0 una red fluvial con afluentes, efluentes, 
bifurcaciones (debido a la existencia de islas u otros obstAculos 
en el curso de agua), la situacibn se complica: la matriz A sera 
rala, pero ya no banda. Interesa por consiguiente tratar de 
encontrar estructuras generales de la matriz A (es decir, que no 
dependan de la red fluvial en particular que se modeliza) para 
poder utilizar metodos directos rapidos y con poco uso de memoria 
de computador, o tratar de usar m&todos iterativos que, si bien 
son mas lentos para este tipo de problemas, aprovechan 
totalmente la ralidad de la matriz. El problema tiene aplicacibn 
prdctica inmediata: poder resolverlo en forma eficiente significa 
poder implementar algoritmos complejos en computadoras personales 
(e incluso en "computadoras hogareHasU), que pueden ser muy 
onerosos (o directamente no implementables) si es necesario 
resolver sistemas con matrices A de estructura desconocida. Y se 
evita asi tambih tener que formular el problema en mhs de una 
dimensidn espacial, caso para el que 10s problemas antes 
mencionados se multiplican, ademAs de que la informacibn necesaria 
complementaria suele no estar disponible. 
El objetivo de este trabajo es resolver el problema mencionado: 
se demuestra aqui que para el mktodo de Preissmann se puede llevar 
la matriz A a una forma con una estructura especial que facilita 
enormemente la resolucibn del sistema inicial Ax=b en cada paso de 
tiempo. Ademas, a partir de la teoria desarrollada, se implementan 
10s correspondientes modelos computacionales, tanto en forma 
simplificada, con lo cual se realizan comparaciones con soluciones 
analiticas, como en forma completa, con lo cual se realizan 
cxperirnentos numericos de casos anhlogos a casos reales. 
Los modelos fluviales unidirnensionales analizados se clasifican 
en dos tipos: 10s de tip0 mborescente (cauce principal, 
afluentes, afluentes de afluentes, etc; la topologfa de estos 
modelos puede describirse a traves de la nocidn de arborescencia o 
Arb01 dirigido en teoria de grafos), y 10s de tipo deLtaico (puede 
haber bifurcaciones que se cierran; la topologia puede describirse 
a travb de grafos dirigidos debilmente conexos sin ciclos). Si 
bien el caso arborescente es un caso particular del deltaico, 
enfocamos ambos casos de modo distinto pues el caso arborescente 
permite una solucibn especial mAs eficiente. En particular, 10s 
grafos que usaremos para arborescencias estaran dirigidos con 
orientacidn inversa a 10s que usaremos para redes deltaicas; la 
orientacidn de &tos sera "desde aguas arriba hacia aguas abajo", 
y la de aqu@llos "desde aguas abajo hacia aguas arriba". 
En el caso arborescente reducimos el problema a uno que 
involucra una matriz A triangular superior con a lo sumo dos 
elementos no nulos por fila de las mismas caracteristicas que para 
tramos unidimensionales, independientemente de la complejidad de 
la red; en el caso deltaico, aparentemente la matriz no puede 
llevarse a ninguna matriz banda cuyo ancho no dependa de la red 
fluvial considerada. En este caso, demostramos que la matriz A se 
puede particionar en submatrices con estructuras que permiten 
resolver el sistema por un mktodo directo que usa una cantidad 
reducida de tiempo y memoria de cornputadora, siendo por 
consiguiente muy eficiente. 
Los modelos obtenidos fueron implementados en computadora, 
usando como mktodo numeric0 en diferencias finitas el m6todo de 
Preissmann, como ya mencionamos, pero las demostraciones de 10s 
teoremas en que se basan 10s algoritmos utilizados son generales 
para 10s esquernas num&ricos implicitos de tip0 "caja de cuatro 
puntos", y se pueden extender, en forma natural, a modelos de 
flujo a presibn (caKerlas) en que el diseKo de redes deltaicas es 
imprescindible y, con modificaciones, a otros esquemas implicitos. 
Calculamos estimaciones de velocidad de procedimientos, y 
exhibimos diversos experimentos numkricos realizados, tanto para 
comparar 10s resultados con soluciones tebricas simplificadas, 
como para comparar la consistencia de 10s modelos ante distintas 
condiciones de contorno y para analizar situaciones interesantes 
en hidrAulica fluvial. El mdtodo directo diseEado se comparb con 
algunos mbtodos iterativos que tambi&n se describen (el m6todo de 
las proyecciones de Kacmarcz y un mktodo de las proyecciones 
modificado) que son desechados por ser completamente ineficientes. 
El plan de este trabajo es el siguiente: la primera parte 
consiste en el planteo de la teoria matematica unidimensional de 
aguas poco profundas, y su extensidn a confluencias de cauces 
fluviales, y mktodos num&ricos para su resolucibn en tramos 
fluviales simples. 
En la seccibn 2 se formula el modelo matemAtico que representa 
el flujo unidimensional gradualmente variado, no estacionario, con 
superficie libre y con fondo fijo, de aguas poco profundas a 
travgs de canales o cauces fluviales de seccidn transversal 
arbitraria (pero razonabler~ente "suave"). Este es un modelo de 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales hiperbblicas 
casilineales (ecuaciones de Saint-Venant), que ademas, para 
modelizaciones matemAticas de aplicacidn prActica debe formularse 
con condiciones iniciales y de contorno, es decir, no como 
problema de Cauchy sino como problema mixto. A s i  se modelizan 
tramos simples unidimensionales. 
En la seccibn 3 se plaatean las ecuaciones d e  compatibilidad (de 
Stoker) de 10s puntos de confluencia cuando se tienen tramos 
afluentes o efluentes. 
En la seccibn 4 se indican 10s rn&todos num&ricos mhs usuales 
para resolver prActicamente las ecuaciones de Saint-Venant. 
En la secciOn 5 se describe en detalle el m&todo de Preissmann, 
que usamos en el resto del trabajo. 
En la seccidn 6 se analiza la consistencia, convergencia y 
estabilidad del esquema de Preissmann en el caso de sistemas 
hiperbdlicos lineales homog&neos con coeficientes constantes y con 
condiciones puramente iniciales, usando la teoria de Lax y 
Richtrnyer, asi como el criteria de estabilidad de von Neumann. 
En la seccibn 7 se indica cbrno, usando el rnGtodo de Preissmann 
en tramos simples unidimensionales, se llega a un sistema de la 
forma Ax=b en cada interval0 de tiernpo de cAlculo, donde A es una 
matriz banda, y cdmo se tridiagonaliza el sistema para luego 
resolverlo mediante un algoritmo de "barrido doble". 
En la seccidn 8 se estudia la matriz A para evaluar 
heuri sticamente su condicionamierito nurnhrico . 
La segunda parte  del trabajo consiste en el estudio de las redes 
f luviales arborescentes : 
En la seccion 9 se definen con precisidn algunos conceptos 
necesarios para generalizar la teorla anterior a estructuras 
fluviales arborescentes, en el marco de 10s conceptos de arboles 
dirigidos o arborescencias. Estos conceptos se utilizar9n para 
establecer una numeracibn conveniente de 10s puntos de 
discretizaci6n de la red. 
En la seccidn 10 se demuestra cbmo se puede llevar el sistema 
lineal a un sistema triangular (con a lo sumo dos elementos no 
nulos sobre cada fila), que se resuelve, por consiguiente, 
mediante el barrido ascendente del barrido doble. Para ello se 
harA uso de la numeracibn obtenida en la secci6n 9. 
En la seccibn 11, siempre en el caso lineal simplificado, se 
comparan soluciones tebricas del modelo con estructura 
arborescente diseKado con 10s resultados num&ricos obtenidos con 
nuestro algoritmo, y se observa que se producen 10s mismos 
fendmenos ya seEalados por otros autores para el caso de tramos 
simples. 
En la seccidn 12 se realizan diversos experimentos num&ricos con 
canales de estructura arborescente, y se extraen las 
correspondientes conclusiones. 
La tercera parte de este trabajo consiste en el estudio del 
modelo deltaico. 
En la seccidn 13 se describen las redes fluviales complejas con 
estructura deltaica. 
En la secci6n 14 se formaliza la discretizacibn para redes 
fluviales deltaicas, usando herramientas de la teoria de grafos 
dirigidos. Esta teoria se usara para establecer una numeracibn 
conveniente de 10s puntos de discretizacidn de la red deltaica. 
En la seccibn 15 se demuestra que es posible plantear el sistema 
Ax=b en cada interval0 temporal por medio de una matriz A 
particionada con una determinada estructura que nos servira para 
la resolucibn eficiente del sistema. Esa estructura permite un 
significativo ahorro en memoria para el almacenamiento de la 
matriz. Para obtener esta estructura se harA uso de la numeracibn 
obtenida en la seccidn 14. 
En la seccibn 16 se describe el algoritmo de resolucidn . del 
sistema, y se dan cotas para la memoria involucrada y el nfimero de 
operaciones necesarios, que resultan muy inferiores a 10s 
requeridos si se aplica un m&todo de Gauss directamente. 
En la seccidn 17 se lleva a cabo un anAlisis de la consistencia, 
como modelo, del rnodelo deltaico implementado, incluyendo en dicho 
anAlisis la comparacibn de los resultados numericos con res~~ltados 
anallticos obtenidos usando un modelo lineal simplificado. 
En la seucidn 18 se detallan 10s experimentos nurn&ricos 
realizados con uri modelo deltaico y las conclusiones resultantes. 
La secci6n 19 consiste en las conclusiones del trabajo. 
Este trabajo incluye tres apgndices: 
En el primer apkndice se aplica un mktodo iterativo de 
resolucidn de sistemas lineales a1 modelo deltaico, y luego una 
variante del mismo, para comprobar su impractibilidad. Los mktodos 
iterativos usados son el rn&todo de las proyecciones de Kacmarz y 
una modificaci4n del mismo, de convergencia tebricamente 
asegurada. En la seccidn A1 se describe el mktodo de Kacmarz, y su 
irnplementacidn en nuestro sistema lineal para redes deltaicas, 
almacenando la matriz rala A con un sistema de punteros eficiente. 
En la seccidn A2 se detallan 10s experimentos numkricos realizados 
y sus tiernpos de chlculo, que aconsejan desechar este metodo. En 
la seccion A3 se implements una modificacic5n del mstodo de las 
proyecciones, con el mismo sistema de punteros. En la seccidn A4 
se describer1 10s experimentus num@ricos realizados, que no indican 
ninguna mejoria respecto de 10s del mktodo de Kacmarz original. 
En el segundo aphndice se analizan las propiedades conservativas 
del mgtodo de Preissmann en general, y se compara la "conservacibn 
num&rican con la conservaci4n tehrica. AdemAs, se exhibe un 
ejemplo de inestabilidad que no se presenta en sistemas lineales y 
se efectcan diversas pruebas de consistencia de los modelos. 
En el tercer apendice se comentan algunos 
computacionales y de modelizacibn encontrados. 
problemas 
Las Ilarnadas se refieren a notas que estan a1 final del trabajo, 
antes de la bibliografia. Se iricluyen tarrlbi6r1, despu&s de las 
figuras, los listados de los programas usados, escritos en PASCAL. 
PRIMERA PARTE 
2. LAS ECUACIONES DE SAINT-VENANT DE LA HIDRUISINMICA 
El flujo impermanente (no estacionario) unidimensional de un 
fluido con superficie libre a 10 largo de un canal o cauce fluvial 
poco profundo no prismAtico de seccibn transversal de forma 
arbitraria sobre fondo fijo se describe aproximadamente mediante 
el sistema de ecuaciones diferenciales hiperbblicas casilineales 
de Saint-Venant: 
(ecuacibn de conservacibn de la masa) 
(ecuacibn de cantidad de movimiento) 
a las cuales hay que agregar las condiciones iniciales 
donde t indica la variable temporal a partir de un instante 
inicial to, x indica la variable espacial a 10 largo del eje 
longitudinal del cauce, g la aceleracidn de la gravedad, Q = 
Q(x,t) el caudal, Z = Z(x,t) la cota o nivel de la superficie del 
flujo respecto de un plano de referencia, S = S(Z(x,t),x) el Area 
mojada de la seccibn transversal a1 flujo, B = B(Z(x,t),x) = dS/dZ 
el ancho superficial de la superficie mojada y D =D(Z(x,t),x) el 
coeficiente de conduccibn que mide la rugosidad del lecho del 
cauce e indica la resistencia por friccibn (Ver figuras 1 y 2 ) .  
Por comodidad, supondremos de ahora en adelante t o = O .  
Si se considera que el rio o cauce fluvial recibe aportes 
laterales de caudal, por ingreso de un afluente o canal (o pierde 
caudal, por derivacibn lateral para riego o agua potable, por 
ejemplo) la ecuacibn (1.1) de conservaci6n de la masa toma la 
f orrna 
donde q = q(x,t) es el aporte lateral de caudal - conocido - por 
unidad de longitud x. El signo de q indica si se trata de una 
inyeccidn (signo positivo) o de una extraccibn de caudal (signo 
negativo). 
Estas ecuaciones son la generalizacibn, para cauces fluviales o 
canales no prismAticos de seccidn transversal S irregular (si el 
canal es prismatico valdrA S=SiZ(x,t)) ) del caso mAs sencillo de 
las ecuaciones unidimensionales de aguas poco profundas, en el 
cual la seccibn transversal es rectangular de ancho constante 
unitario: En este caso la ecuacidn (1.1) se escribe directamente 
o, teniendo en cuenta que Q=kv 
siendo h = h(x,t) la altura desde el lecho del canal a la 
superficie libre y v=v(x,t) la velocidad del fluido. Si y = y(x) 
es la cota o nivel desde el mismo plano de referencia antes 
mencionado (ver nuevamente figuras 1 y 2) a1 lecho del canal, serh 
Z(x,t) h(x,t) + y(x) (si el lecho fuera m*vil, es decir, 
variable en el tiempo, seria y y(x,t) ) o sea 
y si denominamos Sc a la pendiente de fondo del lecho sera 
y , por consiguiente, 
Mult ipl icando po r  g y derivando 
Mult ip l icando po r  h y usando que 
y en def i n i t i v a  
Tanto pa ra  e l  s i s t ema  (1) como p a r a  e l  sistema mhs s imple  ( 3 )  es 
necesa r io  suponer que l a  pres idn  p v a r i a  hidrostAt icamente  sob re  
l a  v e r t i c a l ,  es d e c i r  
donde z e s  la  coordenada v e r t i c a l  medida desde e l  l e cho ,  y p es l a  
densidad d e l  l i q u i d o  (Ver f i g u r a  1) .  AdemAs, s e  considerarzi que e l  
Angulo w que e l  e j e  x hace con l a  h o r i z o n t a l  ( v e r  f i g u r a  2 )  es l o  
su f i c i en t emen te  pequeKo como para  aproximar e l  seno de d icho  
Angulo por  l a  pendien te  Sc. O s e a  e s t e  modelo no v a l e  pa ra  r f o s  y 
cauces  de  mucha pendien te ,  hecho que a veces no s e  t i e n e  en 
cuen ta .  Naturalmente,  dado que consideramos un f l u j o  
unidimensional ,  suponemos tambien que l a  ve loc idad  d e l  f l u i d o  e s  
cons t an t e  sobre  l a  v e r t i c a l  (y sob re  e l  ancho) en cada punto x .  
La deduccidn detallada de estas fbrmulas, y las condiciones bajo 
las cuales son efectivamente una aproximacibn a1 modelo fisico 
considerado pueden verse en Stoker [19571, capitulo 2 
(especialmente seccibn 2) o capitulo 10, seccibn 1 (para las 
ecuaciones (3.1) y (3.2)) y capitulo 11, seccibn 1 (para las 
ecuaciones (1.1) y (1.2) ) .  
Con respecto a las ecuaciones (3), Stoker usa las variables ?I y 
h y esta Gltima tiene un significado distinto a1 nuestro ( es 
nuestra Z y h es nuestro y ) .  Las ecuaciones (3.1) y 3.2') 
corresponden a las 2.2.12 y 2.2.11 de Stoker (que desprecia el 
trrrnino Q 1 Q  I/D'). Con respecto a las ecuaciones (I), Stoker cambia 
de notacidn en el capitulo 11: su variable y tiene el significado 
de nuestra h y h el significado de nuestra Z; sus ecuaciones 
11.1.8 y 11.1.6 equivalen, con la salvedad de que en ellas estA 
incluido un aporte lateral de caudal q (como en nuestra ecuacibn 
(1.lV), a nuestras ecuaciones (1.1) y (1.2). 
En Chow [1959], capitulos 5 y 6, se analizan, ademas del 
coeficiente de conduccibn D, otros coeficientes usados para la 
estimacibn del t4rmino de resistencia. En Mahmood y Yevjevich 
[ 19751 se presenta, comentada, una completi sima reseKa 
bibliogrhfica actualizada a la fecha de dicha publicacibn. Tambibn 
podemos mencionar especialmente el clasico libro de Courant y 
Friedrichs [1948], el claro y actualizado, aunque no tan 
detallado, texto de Ockendon y Tayler [1983], capitulo 3, seccidn 
1, y el articulo "fundacional" de Stoker [1948], que contiene 
parte del material que despues figuraria en su ya citado libro, y 
contiene ademAs como apkndice la deduccidn de Friedrichs [I9481 de 
las ecuaciones de aguas poco profundas que Stoker adopta. 
El sistema (3) con condiciones iniciales 
h(x,O)=ho(x) Q(x,O)=Qo(x> 
estA escrito en forma conservativa no homog&nea, segdn la 
terminologf a de Rozdestvenskii y Janenko [ 19831, cap1 tulo 1, 
seccibn 5 (10s autores norteamericanos llaman "forma conservativa" 
solamente a la homogthea). En forma vectorial equivale a 
con condiciones iniciales 
siendo 
La matriz A=dF/dw dada por 
tiene autovalores Xi,= ~ / h t m  , o sea, son reales y 
distintos para cualquier valor de la solucidn w con segunda 
coordenada estrictamente positiva ( h > 0 ) .  Por consiguiente, el 
sistema diferencial (5) con condiciones iniciales (6) es, si h es 
estrictamente positivo, un sistema de dos ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales hiperbblico casilineal de primer orden. MAS 
aun: si se desprecia el t&rmino de la derecha de (3.1), el sistema 
vectorial (5) queda homogeneo, y se ve facilmente que es 
genuinamente no lineal en el sentido de Lax (ver Lax C19731, 
seccidn 5), es decir, vale que 10s autovalores no son funciones 
constantes de w: 
2 + grad (Q/h ) = ((-&/h - ( 1 / 2 ) m  1, 1/h # 0 
y 10s gradientes de 10s autovalores no son ortogonales a sus 
autovectores a derecha. En efecto, 10s autovectores a derecha son 
y vale, si < , > es el product0 escalar 
((1, Q / h + r n  , (-&/hZt (1/2)-4g/h , l/h) > = 
- &/h2 + ( 1/2)-/ g/h + &/hZ + -/ g/h = 3 * 0 
Del miemo modo, calculando las derivadas respecto de t de 10s 
cocientes Q/S y Q'/s en ( 1 . 2 )  y usando (1.1) se observa que la 
condicidn (1.2) se puede reescribir (multiplicando 
convenientemente por S y por g en forma similar a lo efectuado 
para (3.1) y (3.2)) 
donde S es la derivada parcial de S(Z(x,t),x) respecto de x 
X 
para Z fijo. 
El sistema (I) con condiciones iniciales (2) se puede escribir 
en la forma vectorial 
con condiciones iniciales 
w(x,t,>=w,(x) 
donde 
Se ve como a n t e s  que e l  s i s tema ( I )  con condic iones  i n i c i a l e s  
( 2 )  t i e n e  au tova lo re s  X = Q/S - 
i.2 
+ -/ gS/B tambisn reales y 
d i s t i n t o s ,  para  R > 0, y por  cons igu ien t e  i n t e r e s a  a n a l i z a r  l as  
condic iones  ba jo  las  c u a l e s  e x i s t e  una so luc idn  d e l  s i s t ema  ( I ) ,  
( 2 )  y d e l  s i s t ema  ( 3 ) ,  ( 4 ) ,  y en quk s e n t i d o  e x i s t e  esta s o l u c i d n ,  
t a n t o  en e l  ca so  en que se t enga  un problema de Cauchy 
exclusivamente a v a l o r e s  i n i c i a l e s  como en  e l  ca so  en que se t enga  
un problema mixto con condiciones  i n i c i a l e s  y  de  contorno (que es 
e l  caso  de mayor importancia  p rAc t i ca ,  pues 10s tramos de r i o  
ana l i zados  normalmente t i e n e n  un extremo "aguas a r r i b a "  y o t r o  
"aguas aba jo" ;  i n c l u s o  s i  se a n a l i z a  un r i o  en toda  s u  e x t e n s i h n ,  
no t i e n e  long i tud  i n f  i n i t a )  . 
Existen d i v e r s a s  formas de p l a n t e a r  l a s  ecuac iones  ( I ) ,  ( 2 )  en 
forma conserva t iva  (no  homogenea). Podemos e s c r i b i r ,  por  ejemplo,  
tomando como v a r i a b l e s  a 1  a r e a  S ( Z ( x , t ) , x ) ,  y a l a  veloc idad  
V(x , t )=Q/S  (y  suponiendo una r e l a c i d n  univoca e n t r e  S y Z en cada 
punto x )  
y queda p lan teado  un s i s tema d i f e r e n c i a l  conse rva t ivo  no homogbneo 
de t i p o  
con condic ibn  i n i c i a l  w(x,O)=wo(x), donde (8 )  i n d i c a ,  en e s t e  ca so  
p a r t i c u l a r ,  un par de ecuaciones:  
Debido a la no linealidad de las ecuaciones de aguas poco 
profundas, para investigar la existencia de so$ucidn tebrica 
global de las mismas se requiere la introduccibn del concept0 de 
solucibn d&bil. Es decir, no se puede asegurar, por mAs regulares 
que sean las condiciones iniciales, que existe solucidn 
suficientemente derivable . El contraejemplo clAsico a la 
suposicibn de existencia de solucibn con derivada continua se 
obtiene sin necesidad de analizar sistemas diferenciales: basta 
estudiar (cumo puede verse en Lax [1972] o Lax [1973]) la ecuacidn 
diferencial (escalar) 
con condicibn inicial f(x,O)=fo(x). a(£) es una funcihn ci 
genuinamente no lineal, es decir, da/df 0 siempre. Por ejemplo, 
da/df > 0 en lo que sigue. 
Sobre cada curva 
o sea, sobre cada curva (9) la derivada total D/Dt de f con 
respecto a t, o sea Df(x(t),t)/Dt, serA nula. Es decir, f sera 
constante sobre cada curva, o sea a(f) sera constante, y por 
consiguiente las curvas seran rectas, y el valor de f en un punto 
(x,t) serA el mismo que en el punto en que la recta que pasa por 
(x,t) cruce la linea t=O (que es conocido), o sea 
y todo e s t a r i a  b i en  s i  hubie ra  un solo punto x - t a ( f )  sob re  l a  
r e c t a  (x ,O)  que pasa ra  por  x .  Lamentablemente ( o  no,  porque e s t o  
es l o  que hace a la t e o r f a  de ecuac iones  h i p e r b d l i c a s  no l i n e a l e s  
t a n  f a s c i n a n t e ) ,  s i  fo es e s t r i c t a m e n t e  d e c r e c i e n t e  dos r e c t a s  de 
pendien tes  
con xi < xp, terminan cortAndose,  o sea en e l  punto de 
i n t e r s e c c i d n  ( x , t )  deberA ser f(x,t) i g u a l  por un l a d o  a f o f x i )  y 
por  o t r o  lado  i g u a l  a f o ( x Z ) ,  l o  c u a l  i n d i c a  que f es cuanto menoa 
d i scon t inua  en ( x , t ) .  
Es t e  e s  un ejemplo c lAs ico  de  que una propiedad d e  l a  condicidn 
i n i c i a l  - en e s t e  ca so ,  que f o  s e a  e s t r i c t a m e n t e  d e c r e c i e n t e  - 
puede provocar problemas. MAS espec i f icamente ,  p a r a  s i s t emas  de 
l eyes  de  conservaci6n de 2 x 2 e l  mismo Lax [I9641 probd que las  
so luc iones  se hacen d i scon t inuas  despuks de  un tiempo f i n i t o ,  a 
menos que las condiciones  i n i c i a l e s  s a t i s f a g a n  una determinada 
condicibn de monotonicidad. Por e s o  s e  i n t roduce  l a  noci6n de 
solucian d4biZ d e l  sistema de conservacibn ( 8 ) .  
Una so luc idn  d k b i l  d e l  s i s tema ( 8 )  -para  e l  caso  g e n e r a l  no  
homogheo se puede v e r  po r  ejemplo Liu [1979]- e s t a r A  dada po r  
una funci4n w acotada y medible t a l  que cumple l a  l e y  de  
conservacibn i n t e g r a l  
pa ra  t o d a  funcidn r e g u l a r  p ( x , t )  con s o p o r t e  compact0 en t 1 0 .  
wo 
debera tambi&n ser medible y acotada .  
Los metodos numkricos a u s a r s e ,  por  c o n s i g u i e n t e ,  deberAn 
cons ide ra r  s i  d e t e c t a n  o no y represen tan  o no las 
cor respondien tes  d i scon t inu idades .  
S i  no se dan condiciones  de contorno,  e l  problema que se t i e n e  
(de  Cauchy) e s  t r a t a r  de r e s o l v e r  las ecuaciones  en una r eg ion  
R = { ( x , t )  / t 2 0 I .  E l  s i s tema que se ha e s tud iado  usualmente como 
problema de Cauchy es el (5), (6) homog&neo, es decir, suponiendo 
que c=O en (5). Se ha estudiado de dos maneras: por un lado, como 
caso particular a1 cual se le aplica la teoria que se va 
desarrollando para leyes de conservacibn, es decir, para sistemas 
(5), (6) generales en que w(x,t)=(w*(x,t), . . . ,  wn(x,t) Y en que 
F=(fl(wi, . . . ,  wn), . . . ,  fn(wi, . . . ,  wn)) es suficientemente regular; y 
por otro lado, mediante el anAlisis especifico de las ecuaciones 
(3) o similares. 
La teoria general de existencia se desarrollh en la decada del 
50 para ecuaciones escalares de conservaci6n, es decir, con n=l, 
fundamentalmente a partir de varios trabajos de Oleinik en la 
Unibn Soviktica y Lax en Estados Unidos; mencionaremos Oleinik 
C19633, que contiene la traduccidn a1 inglks de una detalladisima 
y muy importante conferencia pronunciada por la autora el 27 de 
junio de 1956 en la tercera conferencia de matemhtica de la Unidn 
Sovi&tica, y Lax [1957]; la unibn de las bibliografias de ambos 
trabajos ofrece una visibn muy completa del desarrollo original de 
la teoria de las ecuaciones escalares hiperbdlicas no lineales y 
de algunos metodos num&ricos usados en la &poca. Por supuesto, 
esta teoria no se puede aplicar a nuestras ecuaciones pues en 
ellas n=2. 
En esencia, se prueba que existe solucidn d&bil para ecuaciones 
de conservacihn de la forma 
con condicibn inicial u(x,O) = uo(x) si u E L (R) y f'. > 0 en el 
0 
rango de uo; para garantizar unicidad se requ'ere adicionalmente I 
una condicidn llamada de entropta por razones f'sicas, que tambien 
se generalizarA a sistemas (ver por ejempl Lax [1973]). La 
demostracidn tadaptada de la de Oleinik, a quien se debe el I teorema) de esta afirmacibn, y el estudio del comportamiento 
asintbtico de la solucibn para t tendiendo a infinito puede verse 
en el clarisimo capi tulo 16 del libro de Smoller [I9831 ; en la's 
notas del misrno capitulo se indican algunas generalizaciones y la 
correspondiente bibliografia. 
L a  t e o r i a  g e n e r a l  de e x i s t e n c i a  de s o l u c i d n  de un s i s t ema  de 
l eyes  de conservacidn,  pa ra  n  > 1, e s t A  basada en e l  t r a b a j o  de  
G l i r n r n  119651, que e s t a b l e c e  l a  e x i s t e n c i a  de  so luc idn  p a r a  
s i s t emas  e s t r i c t a m e n t e  h i p e r b d l i c o s  y genuinamente no l i n e a l e s  
(pe r0  no l a  un ic idad )  s i  l a  v a r i a c i d n  t o t a l  de uo (3s 
suf ic ienternente  pequeEa. E l  c a p i t u l o  19 de Smal ler  [I9831 c o n t i e n e  
una demostracidn del teorema de  G l i m m  tornado casi integrarnente del 
t r a b a j o  o r i g i n a l  de B s t e ,  asi como, en l a s  n o t a s ,  una ind i cac ibn  
de  avances en las gene ra l i zac iones  ( p o r  ejemplo,  quk pasa  con 
d a t o s  i n i c i a l e s  no t a n  r e s t r i n g i d o s ,  comportamientos a s i n t d t i c o s ,  
e t c . ) .  Una s i n t e s i s  muy c l a r a  y conc re t a  de 10s problemas en 
ecuaciones  en der ivadas  p a r c i a l e s  h i p e r b d l i c a s  c a s i l i n e a l e s  con 
ind icac iones  sob re  10s rasgos  m A s  importantes  de  l a  t e o r i a  y  de 
l a s  l i n e a s  de i n v e s t i g a c i h n  en cu r so  puede verse en L i u  [1983] .  
Pero l a  t e o r i a  g e n e r a l  no so luc iona  todos  los i n t e r r o g a n t e s  d e l  
problema de  Cauchy para  l a s  ecuaciones  de aguas poco profundas .  En 
primer l u g a r ,  pa ra  poder a p l i c a r  l a  t e o r i a  g e n e r a l  hay que estar 
seguro ( e n t r e  o t r a s  cosas )  de que e l  s i s t ema  ( 3 )  es e s t r i c t a m e n t e  
h i p e r b d l i c o ,  o  s e a  10s au tova lo re s  son reales y d i s t i n t o s .  Pero  
10s au tova lo re s  son u  + $ gh y u  - , y hay que tomarse 
e l  t r a b a j o  de  v e r i f i c a r  que h  > 0. (nada impide que,  f i s i c a m e n t e ,  
h=O, o s e a  e l  cauce "se seque" s i  s e  dan las  condiciones  p a r a  
e l l o ) .  AdemAs, uno q u i e r e  v e r  s i  pa ra  e s t a s  ecuac iones ,  t r aba j ando  
d i rec tamente  sobre  el las ,  se pueden ob tene r  r e s u l t a d o s  m A s  
gene ra l e s  que en l a  t e o r i a  g e n e r a l .  Para  e l l o  se aprovecha l a  
equ iva l enc i a  e n t r e  l a s  ecuaciones  de aguas poco profundas y las 
1 
ecuaciones  i s e n t r b p i c a s  de dinlmica de gases  p o l i t r d p i c o s  , y s e  
adaptan 10s r e s u l t a d o s  que se obt ienen  pa ra  & s t a s  Q l t i m a s ,  sob re  
l a s  que s e  ha t r a b a j a d o  mAs (probablemente por  e l  impulso i n i c i a l  
en  l a  d&cada d e l  cua ren ta  debido a motivos b k l i c o s ) .  En 
p a r t i c u l a r ,  DiPerna [1973], demuestra,  como a p l i c a c i d n  de 10s 
r e s u l t a d o s  que o b t i e n e  pa ra  c i e r t a  c l a s e  de  s i s t emas  de 2 x 2,  l a  
e x i s t e n c i a  de  so luc ibn  d e l  problema de Cauchy pa ra  l a s  mencionadas 
ecuaciones  i s e n t r b p i c a s  de gases  p o l i t r 6 p i c o s ,  pa ra  condic iones  
que,  t r a d u c i d a s  a  las ecuaciones  de  aguas poco profundas ,  
c o n s i s t e n  en que vo y  ho tengan v a r i a c i d n  t o t a l  aco tada  y  que 
i n f  vo(x)  + 21' gho(x)  > sup  v O ( x )  - 2 4  gho(x)  
S i  se q u i e r e  e s t u d i a r  un cauce f l u v i a l ,  p a r t e  d e l  c u a l  e a ~ a  
seco ,  se puede u t i l i z a r  esta r e l a c i b n  e n t r e  ecuaciones  de  l a  
dinhmica de f l u i d o s  incompresibles  y ecuaciones  s i rnp l i f i cadas  de 
aguas poco profundas ,  inves t igando  segdn l a  l i n e a  de  Liu y Smoller  
[1980]. 
Ahora b i en ,  en modelizacidn f l u v i a l  conc re t a  se r e q u e r i r d  d a r  
condiciones  de contorno "aguas a r r i b a "  y "aguas aba jo"  (10s tramos 
de r i o s ,  por  m A s  extendidos  que Sean t i e n e n  comienzo y f i n ,  como 
ya comentamos), y po r  cons igu ien t e  l a  f r a n j a  que i n t e r e s a  s e r A  un 
rec tangulo  C2={(x,t)/xo5xSxL, O'tlT), y sob re  a lguna de las r e c t a s  
x=xO,  o x=xL , o sob re  ambas (dependiendo d e l  s i g n o  de  10s 
au tova lo re s )  se dan condic iones  de contorno d e l  t i p 0  
donde xi e~ x0 Q x L ;  l o  que se t i e n e  en este caso  es un problema 
con condiciones  i n i c i a l e s  y de  contorno ( m i x t o ) .  T e s  f i n i t o  pues 
l a  so luc i6n  i n t e r e s a  duran te  un i n t e r v a l 0  temporal  determinado.  La 
t e o r i a  r e s p e c t i v a  t i e n e  un d e s a r r o l l o  menor que l a  t e o r i a  r e l a t i v a  
a1 problerna de  Cauchy exclusivamente.  
Para  un s i s t ema  d i f e r e n c i a l  h i p e r b b l i c o  l i n e a l ,  b a j o  c i e r t a s  
condiciones  b a s t a n t e  gene ra l e s  se puede a segura r  l a  e x i s t e n c i a  de  
una so luc i6n  d e l  problema de Cauchy, continuamente dependiente  de  
l a  so luc idn  i n i c i a l ,  y l a  e x i s t e n c i a  de una so luc idn  d e l  problema 
mixto dando t a n t a s  condiciones  de  contorno en l a  f r o n t e r a  x=x 0 
como au tova lo re s  positives t enga  l a  mat r i z  d e l  s is terna,  y t a n t a s  
condiciones  de contorno en l a  f r o n t e r a  x-x, como au tova lo re s  
nega t ivos  tenga d icha  mat r iz  ( en  Godunov [1978], c a p i t u l o  1, 
secc iones  13 a 17,  puede v e r s e  una desc r ipc ibn  muy cornpleta Y 
r i g u r o s a  d e l  problema mixto en e l  caso  l i n e a l ) .  
En nuestro caso no lineal, supondremos la existencia de una 
solucibn generalizada, con discontinuidades, valiendo tambien la 
condicibn sobre el signo de 10s autovalores (ver tambibn 
Rozdestvenskie y Janenko [1983], capitulo 1, seccibn 11, o el 
detalladisimo y clAsico anAlisis "a pulmdn" de Courant y Hilbert 
119621, capitulo 5, paragrafo 2). Cabe acotar que deben darse 
condiciones de contorno en forma cuidadosa. Por ejemplo, si las 
condiciones de contorno son caudal aguas arriba Q(x,,t) constante 
y caudal aguas abajo Q(x,,t) constante tal que Q(xo,t) < <  Q(xL,t) 
es evidente que la solucibn no puede existir durante un lapso 
prolongado pues el cauce se "vacia", y no puede seguir saliendo 
mAs caudal del que entra. 
Por otra parte, el hecho de que la solucibn tiene 
discontinuidades no es en general mencionado (salvo para analizar 
saltos hidrAulicos - resaltos, en la terminologfa de ingenieria 
hidrAulica- o roturas bruscas de diques), pues normalmente 10s 
mktodos num&ricos mas populares ignoran las discontinuidades y 
&stas no son relevantes para las aproximaciones usualmente 
buscadas en rnodelizacidn fluvial (con las importantes excepciones, 
ya indicadas, de resalto y rotura brusca de diques). 
La condici6n sobre el signo de 10s autovalores implica que si 
10s dos autovalores son positivos, y es necesario dar dos 
condiciones de contorno "aguas arriba" en x=x, (8ste es el caso de 
r6gimen supercritico; si 
s e r A  necesario dar una condicibn de contorno "aguas arriba" y otra 
"aguas aba jo" en x=x ( rkgimen subcrl tico) . Los regf menes 
L 
subcritico y supercritico equivalen, segtkn la analogia ya 
mencionada, a 10s regimenes subsbnico y supers6nico en dinAmica de 
gases. 
Si bien las condiciones de contorno pueden ser dadas por 
funciones F i  bastante generales, a 10s efectos practices es usual 
s u e  FL(Q,Z)=& o F i (Q ,Zf=  Z (merece a t enc ibn  t a m b i h  e l  caso  de 
F . (Q,Z)=O,  indicando una r e l a c i d n  func iona l  e n t r e  cauda l  y n i v e l ) .  
En l o  que s i g u e  de  e s t e  t r a b a j o  se a n a l i z a r a  exclusivamente e l  
caso  s u b c r i t i c o ,  que es e l  que se p r e s e n t a  en r i o s  de l l a n u r a  o ,  
en g e n e r a l ,  en  r i o s  de pendiente  poco pronunciada.  
Sea ahora  una g r i l l a  en l a  r e g i ~ n  (1 en que s e  q u i e r e  r e s o l v e r  
num&ricamente por d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  e l  problema ( I ) ,  ( 2 )  , ( 1 0 )  
de paso e s p a c i a l  Ax y de paso temporal  A t ,  o s e a  l a  g r i l l a  i nc luye  
10s puntos de  d i s c r e t i z a c i d n  ( t n )  , con xi=iAx, tn=riAt 
(consideramus l a  g r i l l a  igualmente e spac i ada ,  t a n t o  r e s p e c t o  d e l  
e j e  temporal  como d e l  e s p a c i a l ,  exclusivamente po r  razones  de 
s impl ic idad  de no tac ibn ,  pues to  que 10s esquernas numkricos u sua l e s  
permiten i n t e r v a l o s  Ax y A t  v a r i a b l e s ) .  Una aproximaci6n 
l i n e a l i z a d a  en d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  al sistema (1) o ( 3 )  con dos 
n i v e l e s  temporales puede e s c r i b i r s e  vec tvr ia lmente  (v&ase por  
ejemplo Hichtmyer y  Morton [1967],  c a p i t u l o  3 j  como 
n+i- n+i  donde Bi -B ( A x ,  A t  ) y B"=B" ( A X ,  A t )  i nd i can  operadores  l i n e a l e s  
i 0 0 
en d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  q u e  reemplazan l a s  der ivadas  en 10s *iempos 
de  c a l c u l o  tn+' n+i y tn. w i n d i c a  e l  v e c t o r  de  v a l o r e s  
desconocidos,  po r  ejemplo 
( e s t o  s i  l a s  condiciories de contorno son g i ( t ) = Q ( x o , t )  y 
n g , ( t ) = Z ( x L J t j  j  w indica e l  v e c t o r  de  v a l o r e s  conocidos en e l  
tiempo a n t e r i o r  
n y c es un vec to r  conocido ob ten ido  a p a r t i r  d e  l a s  condic iones  de  
contorno y d e l  t&rmino no homogeneo. L a  so luc i6n  en un paso 
determinado n  se o b t i e n e  recurrentemente  a  p a r t i r  de l a s  
condiciones  i n i c i a l e s  . S i  ~ ~ + ~ ( A t ) = 1  ( m a t r i z  unidad)  pa ra  todos  
10s i n t e r v a l o s  de tiempo n, s e  t i e n e  un esquema numeric0 
e x p l i c i t o ;  de l o  c o n t r a r i o  se t i e n e  un esquema i rnp l i c i t o ,  y en 
cada i n t e r v a l 0  de  tiernpo es n e c e s a r i o  r e s o l v e r  un s i s t ema  l i n e a l  
con dn conocido. 
Dado que se conoce wo (condicibn inicial) se tendrA la solucibn, 
a partir de ese valor, en forma recurrente, para todo n, en forma 
directa, si el esquema es explicito, o resolviendo un sistema 
lineal, si el esquema es implicito, procediendo, para obtener el 
resultado en el paso de tiempo m ,  a resolver el problema para 
n=1,2, . . . ,  m. 
Dado que usualmente 10s esquemas implicitos garantizan 
estabilidad numkrica usando intervalos temporales At 
significativamente mayores que 10s esquemas explicitos (en 
relacibn con un misrno Ax), pues no estan sujetos a la condicidn de 
Courant-Priedrich-Lewy (CFL), son preferidos a Bstos pese a que 
requieren programas computacionales mhs complicados y mAs memoria 
de computador para almacenar -de alguna manera- la matriz B ~ + ' .  
Cabe observar que este anAlisis es vAlido para resolver mediante 
mktodos de diferencias finitas sistemas diferenciales lineales en 
derivadas parciales; para sistemas no lineales se puede proceder - 
siempre trabajando en diferencias finitas - por linealizacidn, 
como haremos en este trabajo, o usando tecnicas para hallar 
soluciones de ecuaciones no lineales, que son ~ A B  complicadas. En 
la Seccibn 5 se muestra c6mo se forman las ecuaciones (11) a 
travbs de un ejemplo, por medio del m&todo (linealizado) de 
Preissmann; antes, en la Seccibn 4, se indica bibliografia general 
para soluci6n numerica de problemas en dinAmica de fluidos, 
incluyendo tGcnicas no lineales. 
Usualmente, cuando se analizan tramos unidimensionales de rios, 
10s esquemas num&ricos implicitos para resolver (11) conducen a 
una matriz banda, donde el ancho de la banda depende del numero 
de puntos que se toman para la discretizacidn numerica. Esto 
permite resolver el sistema (11) en cada paso de tiempo usando un 
algoritmo de resolucibn de sistemas para matrices banda, con el 
consiguiente ahorro en tiempo de computadora y memoria central. 
Esto se debe a que para matrices banda tanto la memoria necesaria 
como el namero de operaciones aumentan linealmente con el n~mero 
de puntos de discretizacidn sobre el eje x con una constante de 
proporcionalidad dependiente del ancho de la banda. 
Asi, se han podido modelizar matemAticamente en forma precisa y 
eficiente numerosos tramos de rios y canales. En lo que sigue se 
plantearA y resolver& la generalizaci6n a1 caso de modelizacidn de 
redes fluviales m&s complejas, esencialmente cuencas fluviales y 
deltas. 
3 .  CONFLUEWCIAS DE DOS TRAMOS FLUVI ALES 
Para generalizar el modelo hidrodin~mico descripto por las 
ecuaciones (1) con condiciones iniciales ( 2 )  y condiciones de 
contorno (10) a cuencas fluviales o deltas es necesario analizar 
las ecuaciones que reflejan la modelizacidn de la unibn de dos 
cauces fluviales o la bifurcacidn en dos cauces fluviales. Desde 
el punto de vista fisico, esta es la hica diferencia con tramos 
unidimensionales simples; desde el punto de vista numerico, 
cuencas fluviales y deltas tienen diferencias topolbgicas que 
hacen necesario analizarlas por separado. La unibn de dos cauces 
fue modelizada por Stoker [1957], capitulo 1 seccidn 2, 
dividiendo dicha unibn en tres secciones transversales: dos aguas 
arriba de la confluencia (una sobre cada tramo que afluye) y una 
aguas abajo (ver figura 3). Las ecuaciones de compatibilidad de 
Stoker son la ecuacidn de conservacidn de la masa 
y las ecuaciones que relaciona 10s niveles en las secciones 
transversales 
Los puntos i,j,k representan 10s extremos aguas abajo de 10s 
tramos que finalizan en la confluencia y el extremo aguas arriba 
del tramo resultante, respectivamente. El mismo andlisis vale para 
una bifurcaci*n, cambiando el signo de 10s caudales, como tambikn 
se ve en la figura 3. El propio Stoker propuso, en la referencia 
mencionada, un esquema explicit0 de resoluci6n del modelo, que 
aplicb a la desembocadura del rio Ohio en el Mississipi. La 
condicidn de compatibilidad de Stoker (12.1) indica simplemente 
que el caudal que fluye por la confluencia de dos cauces o canales 
es la suma de 10s que llegan a la confluencia; la condicibn (12.2) 
es una aproximacidn a las condiciones mAs precisas 
donde U, = Qk / S, , U. = Qi / Si ' .i = Qj / Sj indican las 
velocidades medias del flujo en las secciones transversale~ kJi,j, 
respectivamente. Estas condiciones se deducen directamente de la 
ecuacibn de conservacidn de la cantidad de movimiento ( 1 - I ) ,  como 
puede verse en Li et al. [1983]. Usualmerite 10s t&rminos de la 
derecha en (13.1) y (13.2) son despreciables, y se obtiene as1 la 
condicibn de compatibilidad de Stoker (12.2). 
Otro enfoque para tratar el problema de las confluencias es 
considerar el modelo bidimensional, es decir, el modelo que 
representa el flujo no estacionario de aguas poco profundas sobre 
superficie libre en dos dimensiones espaciales: se toma en cuenta 
no solamente la direccih de las velocidades (o caudales) segh el 
eje longitudinal x del cauce fluvial sino tambign segGn el eje 
transversal y. En este caso se tendrA un sistema diferencial de 3 
ecuaciones de tip0 
con 
U O g  V O O  
A i = A i ( 1  [ 0 U 0 ] n=*2(w)=[  O Y g ] B=*(~,x)=g Py-Srv 
h O U  O h V  rx-rxl 
donde U=U(x,u,t) es la velocidad en el sentido del eje x, 
V=V(x,y,t) es la velocidad en el sentido del eje y, Px y Py son 
las pendientes del fondo en las direcciones x e y, y Sfx y Sfy son 
las pendientes de friccibn en las direcciones x e y, dadas por 
Sfx u I u 1 h 2 / ~ '  
y donde ahora D=D(x,y,t). 
Usando este modelo, una confluencia se puede modelizar 
nurnericamente con una discretizacibn en diferencias finitas como 
la que se indica en la figura 4. Existen numerosos modelos 
num~ricos bidimensionales en diferencias finitas, entre 10s cuales 
citaremos el de Leendertse [1967], donde tambien puede verse la 
deduccibn de las ecuaciones diferenciales. Estos rnodelos tienen 
muchas mhs dificultades num&ricas que 10s modelos 
unidimensionales, las cuales pueden cornprobarfie en el informe de 
Leendertse (en el cual se indica la modelizaci6n bidimensional de 
la zona de Haringvliet en el estuario del Rin en Holanda y 10s 
efectos del tsunami en la bahia de Tokio), sin contar las 
dificultades tebricas, para las cuales puede consultarse Majda 
[ 19841. 
4. b3ETOM)S NWERI COS EN HI DRAULI CA FLUVI AL UNI DI MENSI ONAL 
Se han aplicado numerosos m&todos numkricos en hidrAulica 
fluvial unidimensional para flujos en periodos prolongados. Los 
primeros esquemas numkricos modernos en hidrhulica fluvial fueron 
dos propuestos por Stoker [1957], capitulo 11, seccidn 5, usando 
en uno de ellos la formulacidn de las ecuaciones simplificadas (3) 
a lo largo de las caracteristicas, es decir 
2 
con gh=c y resolvie5ndolas explicitamente, y usando en el otro 
(que recomienda) las ecuaciones originales en una grilla de puntos 
alternados, tambib explicitamente. (Estos na fueron 10s primeros 
mktodos numericos en dinhmica de fluidos general; 10s fluidos 
compresibles, dada su importancia bklica, ya habian sido objeto de 
anAlisis num&-icos en Los Alamos desde antes de finalizar la 
segunda guerra mundial, como indica Richtmyer El9571 en el 
prefacio a la primera edicibn de su libro). 
Stoker aplicd su segundo mktodo modelizando, en forma 
simplificada, el rio Ohio y su confluencia con el Mississippi. 
Este fue un trabajo pionero de incalculable valor, pues permitid 
comprender la magnitud de 10s problemas (muchos de ellos no 
matem&ticos) en modelizacidn fluvial, ademas de poner de 
manifiesto la extraordinaria versatilidad de 10s matemAticos de la 
escuela de Nueva York. Ahora bien, como estos metodos eran 
explicitos, Stoker debi6 mantener un At incbmodamente pequeKo 
(conviene recordar que es cornfin simular el comportamiento de un 
rio durante varios meses) para asegurar la estabilidad de su 
esquema, tal como lo requiere la condicidn CFL. 
Los metodos implicitos de tip0 "caja de cuatro puntos (en 10s 
que cada ecuacibn discretizada relaciona variables sobre 10s 
puntos en que las rectas x=xi y x= x. 
l+i' 
intersecan a las rectas 
t=tn y t=tn+i) cornenzaron a usarse en la d&cada del 60. A1 
respecto, cabe mencionar a Amein y Fang [1970], que usan en 
esencia el mktodo de Preissmann (descripto en la prdxima seccibn) 
con coeficiente de ponderacidn en el tiempo 8=1/2 y sin linealizar 
totalmente las ecuaciones, luego de lo cual emplean el m&todo de 
Newton-Raphson; estos autores aplican su m&todo a la modelizacidn 
del rio Neuse, en Carolina del Morte. Amein y Chu 119753 usan un 
esquema anAlogo (tambikn sin linealizar) pero con e=l, y modelizan 
un canal artificial en el sistema del valle de Tennessee. 
En cuanto a 10s mgtodos en general, es muy dtil la extensa 
resef5a de Liggett y Cunge [1975], que incluye tambi&n 10s mgtodos 
de la escuela soviktica, y por dltimo el mktodo aplicado por 10s 
modelizadores chinos, detallado en Li et a t .  [1983], que es, en 
esencia, una modificacibn del mgtodo de Godunov [1959], que 
puede consultarse en ingl&s en Bolt [1977]. AdemAs, estAn 10s 
mBtodos generales en dinarnica de fluidos, muchos de 10s cuales 
pueden verse en Roache [1976], en Holt [1977], este Qltimo con 
particular Bnfasis en la escuela soviktica, y en Peyret y Taylor 
[I9831 (acotemos que estos tres textos mencionan s61o 
marginalmente mktodos especialmente aplicables a aguas poco 
profundas). Algunos autores centroeuropeos utilizan el "metodo 
implicit0 de las caracteristicas" ( I M O C ) ,  con el cual modelizaron 
el rfo Danubio en Baviera (ver Schmitz y Edenhofer [1980]). 
En lo que se refiere especificamente a sistemas con afluentes o 
estructuras deltaicas, para 10s cuales hay que incluir las 
ecuaciones de compatibilidad de Stoker, podemos citar varios 
modelos. Quinn y Wylie [I9721 modelizaron, en forma rudimentaria - 
con apenas 6 puntos de cAlculo - el rio Detroit entre su 
nacimiento en el lago Erie y su desembocadura en el lago Saint 
Clair. Es el caso simple de rio con afluente (esquema Y simple) 
porque la isla Grosse separa l a s  dos ramas del rio a1 nacer. 
Usaron un esquema de Preissmann combinado con el m6todo de Newton 
Raphson para tratar 10s terminos no lineales . Fread [I9731 us6 un 
mktodo que termina siendo el m&todo de Preissmann con @=I, tambien 
combinado con un Newton-Raphson, para un esquema Y simple, y 
mediante aproximaciones sucesivas a las condiciones de 
confluencia: en cada paso At se obtienen resultados para el rio 
principal (considerado como tramo dnico) con aporte lateral dado 
en la confluencia (primera aproximaci6n); con 10s niveles 
obtenidos en la confluencia, modeliza el afluente usando esos 
niveles como condicibn de contorno aguas abajo; vuelve a calcular 
resultados sabre el r o  principal usando como aporte en la 
confluencia el obtenido para el afluente, y asi sucesivamente 
hasta obtener aproximaciones satisfactorias y pasar a1 At 
siguiente. Esto lo aplicn a un sistema tedrico. 
Gradowczyk y Jacovkis El9741 modelizaron una red fluvial 
compleja (el delta d e l  rio Paranh, con 65 puntos de 
discretizacibn) resolviendo el sistema lineal resultante por el 
mktodo de Gauss con pivote maximal por coluinnas, sin optimizar ni 
la memoria ni el nfimero de operaciones. No tenemos noticias de 
otras modelizaciones de este grado de complejidad para esa fecha. 
Wood, Harley y Perkins 119751 consideraron una matriz de 
coeficientes externos para 10s bordes y las confluencias y 
modelizaron el rio James en Estados Unidos, el estuario de Puerto 
Cork, en Irlanda, y la cuenca del rio Bayamon, en Puerto Rico. 
Joliffe El9843 propuso una adaptacihn del m&todo generalizado de 
Newton Raphson, y usb redes tedricas de canales. Li et a L .  [I9831 
modelizaron un esquema en Y del rio Yangtse (en China) por medio 
del m@todo modificado de Godunov con resolucibn implicita de las 
ecuaciones de la confluencia. 
Cabe citar finalmente el uso del m&todo de elecci6n aleatoria, 
basado en el teorema de Glimm [I9651 de existencia de solucibn 
debil de un sistema diferencial hiperbdlico casilineal si la 
condicidn inicial es de variacidn "poco" acotada, cuando las 
discontinuidades de las ondas son importantes: Marshall y M&ndez 
[I9811 lo aplicaron a la solucihn de un sistema simplificado en 
forma conservativa, y posteriormente Marshall y Menendez [I9811 lo 
extendieron a1 caso en que el sistema es no homog&neo a1 
introducir 10s efectos de friccidn. En ambos casos las ecuaciones 
son las simplificadas para canales prismaticos de ancho unitario. 
El m&todo de Glimm es explicito y de primer orden (esto dltimo no 
es grave en hidrAulica Eluvial aplicada pues 10s errores de 
medicibn de 10s datos hidromcStricos hacen irreal cualquier 
aproximaci6n excesivamente precisa); es muy dtil para seguir 
discontinuidades, pero es excesivamente lento, o sea no es muy 
recomendable para modelizaciones de regimenes subcriticos en 10s 
que las discontinuidades no interesan particularmerite. 
Pero en resumen, para modelizaciones fluviales de flujos durante 
periodos prolongados (es usual modelizar un aKo hidroldgico, por 
lo cual el interval0 temporal no puede ser excesivamente pequefio, 
lo cual induce a desechar 10s esquemas explicitos), de rfos 
extensos (lo cual implica gran namero de puntos de discretizacibn 
en general no igualmente espaciados) y de secciones transversales 
de geometria muy variable, el metodo de Preissmann, originado en 
1960 (ver Preissmann [1961], Cunge y Wegner [1964], y, con mucho 
detalle, la tesis de Cunge [1966]) parece ser el mAs utilizado y 
aceptado, pese a ser tambih de primer orden. Dado que es el 
m&todo con que se ejemplificarA la teorfa expuesta en lo sucesivo, 
lo examinaremos con atencibn en la prbxima seccidn. 
En todos 10s casos mencivnados parte del problema consiste en 
resolver un sistema lineal donde la matriz, a priori, es rala pero 
no banda. Por consiguiente, resulta muy deseable, por razones no 
solamente de tiempo y memoria de computadora sino tambibn de 
programacidn, poder modificar el sistema lineal de tal manera que 
el sistema equivalente resultante tenga asociada una matriz banda 
lo mds angosta posible. 
5. EL METODO DE PREISSMANN 
. En e s e n c i a ,  e l  metodo de  Preissmann es un esquerna d s  c u a t r o  
puntos ( v e r  f i g u r a  5 ) .  L a s  aproximaciones num&ricas de  una funcidn 
f ( x J t )  y de  s u s  der ivadas  e s t a n  dadas por  
m donde f; i n d i c a  f  (xi;, t 1, Axi= lxi+&-xi 1 , ~ t ~ =  t'-I+'-tn . e es un 
c o e f i c i e n t e  de  ponderacihn en e l  tiempo ( e l  c o e f i c i e n t e  de 
" i m p l i c i t u d " ) ,  t a l  que 0 5 a 5 1. 
E l  esquema s e  u t i l i z a  usualmente l i n e a l i z a n d o  en 10s incrementos 
de  las func iones ,  es d e c i r ,  se reemplaza fn+i por  f n + ~ f n ,  y l a  
i nchgn i t a  e s  ~ f " .  A 1  ser de t i p o  "ca,ja de c u a t r o  pun tos" ,  para 
cada d i s c r e t i z a c i 6 n  en d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  se usan 10s v e r t i c e s  
n + i  n (xi , tn) ,  ( x i , t  1 ( ~ ~ + ~ , t  ) y (xi+*,tn+'). Todo e l  a n d l i s i s  que 
se r ea l i za rA  a cont inuac idn  v a l e  tambibn, s i n  modi f icac iones ,  para 
c u a l q u i e r  esquema de "dos yuntos  cont iguos  i m p l i c i t o s " ,  es d e c i r ,  
c u a l q u i e r  esquema en que en  l a  capa tn+i sob re  l a  que s e  
desconocen los v a l o r e s  de  f hay dos puntos xi con t iguos .  Sobre l a  
capa tn no i n t e r e s a  cuantos  puntos  se tomen. E s  importante  
r e c o r d a r ,  por  o t r a  p a r t e ,  que e l  esquema de Preissmann, como todo 
mgtodo en d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  que no t r a t a  espec ia lmente  l a s  
c a r a c t e r l s t i c a s ,  ignora  l a s  d i scon t inu idades ;  en e s e n c i a ,  las 
suaviza  ( l a s  "bor ronea" ,  t raduc iendo  l i t e r a l m e n t e  " t o  smea r" ) .  
Para  un esquema de c a j a  de  c u a t r o  puntos ,  s i  l a  d i s c r e t i z a c i b n  
en d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  corresponde a un tramo unidimens i o n a l  de 
puntos  de d i s c r e t i z a c i 6 n  xo,x i J . . . , x L ,  se t end rd  un conjun to  de 
ecuaciones  que en e l  i n t e r v a l 0  e n t r e  10s puntos de d i s c r e t i z a c i f i n  
xi y Eon 
donde 10s A y Bji, j = ,  dependen de la discretizaci6n 
JL 
utilizada. Para i=O se debe conocer AQo , AZo, o una relacibn 
funcional entre Qo y Zo que se linealiza en el incremento, y 
anAlogamente para QL y ZL (para simplificar la notacidn se 
suprimieron 10s superindices n de 10s incrementos y Azn). En 
particular, 10s valores de las variables Aji y B.. con la J L 
discretizaciOn de Preissmann se deducen del siguiente mod0 
(escribiremos Ax por Axi y At por Atn y suprimiremos adem6s 10s 
s u p e r 1  ndices n) : 
La ecuacibn (1.1) en cada interval0 de discretizacibn (i,i+l) se 
aproxima como 
n+ i Como Si = S.(Z~*') = Si(Zi + AZi) , desarrollando en serie de 
Taylor respecto del nivel Zi se tiene 
dS 
y analogamente para Si+,. Reemplazando en (17) y usando que =B 
se puede escribir, despreciando tdrminos de orden superior a 1 
que es igual a 
Ax Ax (Qi-Qi+i) 
-AQ. + BeAt BiAZi + AQ. + - 
~ + i  28At Bi+l AZi+i - 8 
con lo cual 10s coeficientes Aki , k = , ,  tendrln 10s valores 
Anblogamente, l a  ecuacidn ( 1 . 2 )  se aproxima, pa ra  cada i n t e r v a l 0  
de d i s c r e t i z a c i b n  (i,i+l), como 
- + (I-.) [(") 
1 
- 
s2 i + i  
2g + Ax 
y desa r ro l l ando  en  s e r i e  de Taylor ,  como a n t e s ,  h a s t a  10s terminos  
de primer orden (ahora  en dos v a r i a b l e s ,  Z y Q ) ,  y despreciando 
10s terminos de orden s u p e r i o r ,  ( 1 9 )  s e  puede e s c r i b i r  
es decir 
o sea 
y 10s coeficientes Bki , k =  t endrdn  l a  forma 
0 sea, la estructura general de 
originalmente planteado es 
XXXX 
XXXX 
la matriz del sistema 
El primer par (1,2) de filas y el altimo (2L-1, 2 L )  tienen tres 
elementos no nulos en vez de cuatro pues una de las incdgnitas es 
condicibn de contorno conocida. 
En las secciones 7 y 8 volveremos a estudiar mAs atentamente 
esta matriz, su tridiagonalizacibn, y su condicionamiento 
num4rico. Veremos ahora la consistencia, convergencia y 
estabilidad del mOtodo de Preissmann, segon la teorla de Lax y 
Richtmyer. 
6. ANALISIS  DE ESTABILIDAD MUMERICA DEL METODO DE PREISSMANN 
La demostraci6n tebrica de las propiedades de estabilidad del 
m&todo de Preissmann para las ecuaciones de Saint-Venant ha 
tropezado siempre con dificultades ,muy grandes, debido a1 carActer 
no lineal de las mismas. La experiencia de innumerables 
modelizaciones concretas en muchos rios y canales del mundo 
(tramos simples) ha sido ampliamente satisfactoria (en particular 
este autor participd en la modelizacibn de tramos simples del rio 
ParanA, del rio Uruguay, de otros rios argentinos, y del rio 
Amazonas, sin inconvenientes). La base tebrica, extendida 
empiricamente a las ecuaciones casilineales, consiste en aplicar 
el mktodo de Preissmann a un sistema de ecuaciones hiperbdlicas 
lineales y homogeneas con coeficientes constantes, el sistema 
clasico de aguas poco profundas linealizado en que se supone gH>O 
(con U y H constantes) y extrapolar al caso no lineal. As1 se hace 
- con un sistema de ecuaciones diferenciales m6~3 sencillo, en que 
U=O, g=H=l - en el anAlisis mAs completo realizado, el de la tesis 
de Cunge [1966]', y en la mayor parte de la bibliografia 
existente. Vamos entonces a analizar las propiedades del esquema 
de Preissmann para sistemas lineales, pero no es necesario 
restringirse a1 sistema estudiado por Cunge: se pueden hacer las 
demostraciones para el sistema hiperbblico lineal general 
siendo A una matriz constante de orden n con autovalores reales y 
distintos, y w=w(x,t) una funcibn vectorial de m componentes, con 
condiciones iniciales 
donde wo es de cuadrado integrable en -m < x < a, o en un intervalo 
finito xo 5 x 5 x . (Se tomar6 entonces como norma 11 {I la norma 
L 
2 
L*(R) o L [ a ,  2n] ) . Como veremos en seguida, usaremos en ambos 
casos subconjuntos densos de 10s respectivos espacios para 
nuestras demostraciones ; dichos subconjuntos densos seran C: (R)  , 
el conjunto de las funciones dos veces continuamente derivables 
con soporte compacto, si el espacio es L ' (w) ,  y el subconjunto de 
las funciones f dos veces diferenciales tales que f(O)=f(2n), si 
el espacio es L'[o,z~]. En este caso, cuando convenga, 
extenderemos por periodicidad la definicidn de una funcidn en 
[0,2n] a todo R, aunque, por supuesto, 10s limites de integracidn 
se mantendrh en el intervalo [0,2n]. 
Observemos primer0 que existe una matriz de diagonalizacidn S 
tal que S-*G = A , con A matriz diagonal de autovalores de A (A 
se puede diagonalizar pues sus autovalores son distintos). Por 
consiguiente, si w = Sv , 
y usando que S es constante'y puede salir fuera de la derivacibn, 
y multiplicand0 todo por S-', se obtiene 
Tenemos entonces que (22) , (23) equivale a (24) , (25). Esto es 
muy Qtil, pues el sistema (24) , (25) esta desacoplado , es decir, 
se puede descomponer en n ecuaciones 
con v i ( x , O )  - - v (X). 0.i 
L a  f a b r i c a c i e n  de  l a  so luc idn  de (241,  (25 )  para  condic iones  
i n i c i a l e s  dos veces  d e r i v a b l e s  con s o p o r t e  compact0 ( e n  R )  o dos 
veces  d e r i v a b l e s  de  per iod0  2l7 ( en  [ 0 , 2 n ] ) ,  es muy f h c i l ,  usando 
que sobre  l a  r e c t a  dx /d t  = Xi l a  der ivada  t o t a l  D / D t  ( v L ( x ( t ) , t )  
es nu la :  entonces  sob re  e s a  r e c t a  vL es c o n s t a n t e ,  o sea 
Usando l a  t e rminolog ia  de  Godunov [I9781 diremos que e l  s i s tema 
( 2 4 )  , (25 )  e s t h  e s c r i t o  en forma canbnica .  Ademhs, l a  mat r i z  A ,  
a1 ser d iagona l ,  es s i m k t r i c a .  
Formularemos e l  problema ( 2 2 ) ,  (23 )  adecuando a el l a  t e o r i a  de 
e s t a b i l i d a d  de Lax-Hichtmyer, formulada po r  Lax en s u  seminar io  de 
l a  Universidad de Nueva Yurk (enero  de 1954) ,  y publ icada  po r  Lax 
Y Richtmyer [19561, y luegu reproducida en Richtmyer [1957], 
Richtmyer y Morton [1967], Meis y Marcowitz C19813, e t c .  
Definiremos como soluci6n genuina d e l  problema ( 2 2 ) ,  ( 2 3 )  a una 
f a m i l i a  a un parametro w ( t )  de elementos de  '23 (23 es e l  e spac io  de 
Banach en que e s t d  d e f i n i d a  l a  condicihn i n i c i a l  wo)  t a l  que 
\ [ ( w ( t + A t ) - w ( t ) ) / A t  + A~3w/i3x(t)il + 0 s i  A t + O  con O l t l T  
Sea ahora  e l  subconjunto de  10s wo pa ra  10s c u a l e s  e x i s t e  una 
s o l u c i e n  genuina de ( 2 2 ) ,  ( 2 3 ) .  Definimos como E o ( t )  a1 operador 
l i n e a l ,  d e f i n i d o  en ese subconjunto,  que a cada condicibn i n i c i a l  
hace corresponder  w ( t )  . En n u e s t r o  ca so ,  8 s e r h  L2(IR) o L'[o, 2n] y 
l a  norma 11 11 l a  norma en e s e  e spac io .  
E l  problema ( 2 2 ) ,  (23 )  e s t d  b ien  p lan teado ,  es d e c i r ,  como se 
i n d i c a  en e l  c a p i t u l o  4 ,  parAgrafo 3 ,  de Kichtmyer y Morton 
[1967], e l  dominio de Eo e s  denso en S y l a  f a m i l i a  de  operadores  
Eo e s t d  uniformemente aco tada ,  o s e a  e x i s t e  K=K(T) t a l  que l lEo l l<K 
pa ra  O i t l T  ( T  f i j a d o  a r b i t r a r i o ) .  
La demostracibn de que e l  problema ( 2 2 ) ,  ( 2 3 )  estA b ien  
p lan teado  ( en  L'((R) o L'[o, 2JI] ) puede v e r s e  por ejemplo en Godunov 
[1978], c a p i t u l o  2 ,  secc idn  10.  En r e a l i d a d  Godunov demuestra a l g o  
mds f u e r t e :  demuestra que si  s e  t i e n e  e l  s is tema 
con condiciones  i n i c i a l e s  
y con matrices E = E ( x , y , t ) ,  A = A ( x , y , t ) ,  C = C ( x , y , t ) ,  U = Q ( x , y , t )  de 
las c u a l e s  E, A y C son s i rn&tr icas  y E es ademAs d e f i n i d a  
p o s i t i v a ,  y con todas  las matrices y 10s v e c t o r e s  u, y f func iones  
r e g u l a r e s  de las v a r i a b l e s  de l a s  que dependen, en tonces  e x i s t e  
una solucic5n r e g u l a r  u ( x , y , t )  d e l  sistema (26 )  t a l  que 
donde ahora  l a  norma se toma in tegrando  en  las dos v a r i a b l e s  x  e y 
10s cuadrados de  l a s  funciones  cor respondien tes  . E l  s i s t ema  (26 )  
e s  t - s im&t r i co  en e l  s e n t i d o  de  F r i e d r i c h s .  Naturalmente ( 2 6 )  , 
( 2 7 )  engloba a  n u e s t r o  problema ( 2 2 ) ,  (23)  - o ,  equivalentemente ,  
a  nues t ro  problema (24 )  , (25 )  - pues b a s t a  c o n s i d e r a r  E = I ,  C = 
0 , Q = 0 , f = 0 y A con c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s  ( o  d i rec tamente  
A ,  que es sim4trica). 
Obsgrvese que,  po r  e l  c lAs ico  teorema de ex t ens ihn  de un 
operador l i n e a l  acotado,  Po t i e n e  una ex t ens ibn  a un operador  E ( t )  
d e f i n i d o  en todo .%, que s e r A  l a  so luc ibn  gene ra l i zada  d e l  problema 
(221,  ( 2 3 ) .  
En primer l u g a r ,  recordarernos l a s  d e f i n i c i o n e s  de c o n s i s t e n c i a ,  
convergencia y  e s t a b i l i d a d  de aproximaciones en d i f e r e n c i a s  
f i n i t a s  a s i s temas  d i f e r e n c i a l e s ,  segdn Richtrnyer y Morton C19671, 
c a p i t u l o  3 ,  secc ibn  2 ( t e o r i a  g e n e r a l )  y  c a p i t u l o  4 (problernas 
exclusivamente de v a l o r e s  i n i c i a l e s  y con coef i c i e n t e s  
c o n s t a n t e s ) ,  que simplif icarernos pa ra  a p l i c a r l a  a1 t i p o  de 
ecuaciones  d i f e r e n c i a l e s  ( 2 2 ) ,  ( 2 3 ) :  
Sea wn=wn(x) una aproximacidn a w(x,nAt) 
ecuaciones en d i f e r e n c i a s  
ob ten ida  de las 
(28) serA una aproximacibn en diferencias finitas a1 sistema 
diferencial (22) si Bi=Bi(At, Ax) y B2=B2(At, Ax) son operadores 
lineales, dependientes de At y Ax per0 no de t y x, tales que 2Si 
- 
n n+i tiene inversa, es decir, w deternina unlvocamente a w y tales 
n+i 
que, para cada x, Bi y Bo son combinaciones lineales de w en 
puntos cercanos x+diAx, con di entero. 
n En la practica, lo que se quiere es que wL "este cerca" (en 
algirn sentido) de w(iAx,nAt), y Bi y Bo consisten, para cada i, en 
n+f n 
combinaciones lineales de 10s w y w , respectivamente, en 
coordenadas j "cercanas" a i. Una fbrmula del tipo de la dada en 
(26) se denomina "fbrmula de dos niveles", pues solarnente 
n+i- involucra a dos pasos de tiernpo tn=n~t y t -(n+l)At. Para hacer 
depender Bf y Bo de un solo parhmetro que haremos tender a cero, 
se supondrAn, en las definiciones que siguen, relaciones Ax=g(At) 
tales que Ax + 0 cuando At + 0 ,  y Ax=O(At). Por consiguiente, se 
tendrA 
donda C(At) = B;'(A~ ,g(~t) BO (At ,g(At) ) . (Por supuesto la igualdad 
(29) importa en el analisis tebrico del m&todo num&rico; es 
altamente improbable que alguien encare la soluci6n de (28) 
pasando por (29) en vez de resolver directamente el sisterna (28)). 
Entonces estamos en condiciones de definir consistencia, 
convergencia y estabilidad del esquema num&rico dado por (28). 
Consistencia: Se dice que una aproximacibn en diferencias 
finitas a un sistema diferencial de la forma (22) es consistente 
si para todas las soluciones genuinas en un subconjunto denso del 
espacio en que esth definidas las condiciones iniciales (en 
nuestro caso, tomaremos como subconjunto el de las funciones dos 
veces continuamente derivables de soporte compacto). 
con p > 0.  El mayor P para el cual se cumple (30) se denomina 
orden de aproximaci6n del esquema numhrico. 
Convergencia: La familia de operadores en diferencias finitas 
C(At) es una aproximacidn convergente ai problema ( 2 2 ) ,  (23) si, 
para cada t fijo, con 0 < t < T, cada sucesidn de incrernentos 
temporales Ait, AZt, . . . ,  tendientes a cero, y cada sucesibn de 
enteros n. cercanos a t/A;t para cada j, en el sentido que n.A.t 
J * J J 
tiende a t cuando j tiende a i n f i n i t o ,  vale 
para toda wo en el espacio (de Banach) en el que estAn definidas 
las condiciones iniciales. 
EstabiLidad: La aproximacidn C(At) es estable si el conjunto 
infinito de operadores 
estA uniformemente acotado, para algh T > 0. 
TEOREMA: El esquema de Preissmann es consistente para .%=L'(I), 
donde I U? o I [0, 2I-f). 
DEMOSTRBCION: Como Bo y Bl se obtienen directamente de 
expresidn (22), B* debera sar o(A~-') y, por consiguiente, 
equivale a 
o sea 
I1B1w(t+At) - Bow(t) 1 = o(atP) 
y es (31) lo que necesitamos probar, para p > 0. 
Sea T el operador de traslacidn que consiste en reemplazar el 
valor de una funcidn en un punto x por su valor en x + Ax. 
Entonces, usando que A tiene coeficientes constantes, a1 
especializar (31) para la discretizacidn de Preissmann obtenemos 
(siendo I el operador identidad) 
For  o t r a  p a r t e ,  d e s a r r o l l a n d u  en serie de Tay lo r  h a s t a  l a  
d e r i v a d a  segunda,  y usando l a  i d e n t i d a d  S-'AS = A , para S m a t r i z  
de d i a g o n a l i z a c i d n  de  A y A m a t r i z  d i agona l  de  s u s  a u t o v e c t o r e s ,  
se t i e n e ,  s i  w = Sv 
I IBsw( t+~t i  - B , w ( t ) l l  
Usando ahora  que 1 conmuta con c u a l q u i e r  m a t r i z  con c o e f i c i e n t e s  
c o n s t a n t e s  A ,  ( 3 2 )  es i g u a l  a 
a ~ u a ~ n Z y s  ya Jeraunua somapod 
aquameAysnIaxa Xyane3 ap emayqoird y e  a ~ d m a r s  souopuey?uy~qsa~  
.soruajeq anb 01 sa  osa A - ~ r a u a 2 ~ a ~ u o a  eJed a$uayDrjns X erzesaaau 
~ ~ ~ a - c p u o a  s a  peprx-tqeqsa ' eyauaqs~suoa  ap upraypuoa e y  a ~ e $ s r ' + e s  
anb o p e a q u e ~ d  ua-cq saTeraTu? saJoyeA ap e m a ~ q o ~ d  un opep anb 
aa rp  anb ( e ~ e y ~  Xnm uoraeJqsocuap eun Ley apuop '[1865] Z '+?MOYJ~A 
x syaH o nvraaas  ' g  o y n q ~ d e a  ' [ t g 6 ~ ]  uoq-TOR X ~aXmqyayg 
o ' [ g ~ 6 ~ ]  JaXcu'+ya~~ A x e ~ )  xe? ap emaJoaq y a  Jesn  s o m e ~ ~ p o d  
luueurssTaJ6 ap emenbsa Tap pepTx-cqeqse e l  eJoye s o m e q q o ~ d  ?S 
- u a p ~ o  ~auryird ap se ugrzreurrxo~de 
s y  anb eAJasqo a s  ' ~ u y n 3 ~ q n d  ug .eruaJoa$ l a  opejqsomap 
=panb ' (30)o  pas (qv)S=xv ugrae1a.z FT anb saauoqua opua?uodns 
- X V  ap I( 37 ap *x ap uapuadap 
I r I- I* o 
s-ey 'sgurapv - 9 s - c ~ ~  e e d  T S ' ~ = ' ~ T O  X A sey sepoq. ap  sa'+Jodos 
soy e auayquo3 anb oq3edcuo3 un ap eprpam e y  sa N ' y  zTirqem 
e y  a p  uapJo ya s a  u ' ( [ ~ z ' o ]  7 ua socueqsa y s  ' [ ~ z ' o ]  ~ o d  op-ep 
Z 
esaJaquy sou anb ugr3yurjap ap oyehJaAur uo3 o '(a) 9 ua someqsa 
Z 
T S  ~oqaedmoa a q ~ o d o s  uoa Z~ sauojorrnj nos A SBT sand aqsTxa 
anb) 1'0 A s e y  sepaq ap s-epunzas sepehyJap s e y  e p  7 e m o u  ey ap 
05 
zorzadns eqoa eun s a  n ' y  ap y e ~ q a a d s a  oTpeJ ya eaypur ( y ) d  apuop 
TEOREMA: Sea A una matriz de orden n cuyos autovalores son 
reales y sea el sistema diferencial lineal con coeficientes 
constantes 
aw aw 
at + A - = O  a x  
con condiciones iniciales 
t 
siendo w(x,t)=(wi(x,t), . . .  wn(x,t)) . Entonces para que se cumpla 
la condicibn de von Neumann de estabilidad de soluciones numkricas 
de ecuaciones diferenciales de evolucibn para el m&todo de 
Preissmann debera ser 921/2. AdemAs, en este caso, la condicibn de 
von Neumann es tambign suficiente, es decir, el esquema es estable 
(para A makriz de autovalores reales) si y sdlo si &1/2. 
DEMOSTRACION: Si w(x,t) E C ~ [ O , Z ~ ~ ]  tal sue w(0,t) = w(2n,t), sea 
el desarrollo en serie de Fourier de w en t, con w(m,t) el m-simo 
coeficiente de Fourier de w(x,t). AnAlogamente, si w(x,t) E c ~ ( E )  
sea 
la representacidn de w por medio de su transformada de Fourier, 
siendo w(m,t) la transformada de Fourier de w en el punto m. 
Denotemos por a o(m,nAt) en ambos casos, Y 8  sera 
indistintamente la aplicaci6n de Lz[O, 2 ~ ]  en f ( 2 )  o de L'(IR) en 
L2(~) que transforma una funcidn en su serie de Fourier o en su 
transformada de Fourier. 
Pasando a1 espacio de las series o transformadas de Fourier, tal 
como se ve por ejemplo en Richtmyer y Morton [1967], capitulo 4, 
seccibn 4, o en Meis y Marcowitz [1981], capitulo 9, bastara 
estudiar las matrices de amplificacic5n B(Ax,At,rn) tales que 
Discretizando segh el esquema de Preissmann, y usando que, si T 
es el operador ya definido tal que Tf(x)=f(x+Ax), vale 
se t i e n e  
At Si llamamos r a - A x  queda, multiplicando (35) por 2At 
A n+i ( l+e ) I ~ $ 3  i m A x  n +i 
m 
+ 2re(e -1)Aa 
m  
i m A ~  n (l+e )Iu i m  Ax n 
m 
- Zr(1-a)(e -l)Aom 
- i m A x / ~  Multiplicand0 por e y agrupando se tiene 
i m A x / ~  - imAx/z  L ~ A X / Z  - ~ m A x / 2  
+e )I + 2re(e -e )A ] on+' 
m  
n sea 
(c0s(mAx/2)1 - 2r(l-Q) i sen(m~x/2)~)on m  
es decir 
La matriz de amplificacidn B(Ax,At,m) en el sentido de von 
Neumann serh entonces 
SegDn el criterio de von Neumann, condicidn necesaria para que 
el m&todo converja es que 
con p(Bf radio espectral de B. Como B es una funcifin racional R ( A )  
de A, sus autovalores son 10s obtenidos evaluando R en 10s 
autovalores de A .  Cada autovalor h serA entonces de la forma 
(cos (mdx/2)+2reisen(m~x/2)~.)-~. (cos(mAx/2) -2r( 1-e) i sen(mAx/Z)h) 
En particular, p(E)51 cuando para todo autovalor h de A 
o sea cuando 
4r2dsen2(mAx/2)hZ 2 4r2( 1-@)2sen2(m~x/2)p 
lo cual equivale (simplificando) a 6 2 1/2. 
Si A es normal, la condicidn de von Neumann es suficiente. No lo 
es, pero podemos garantizar la suficiencia del criterio de von 
Neumann si podemos probar, como se demuestra en Richtmyer y Morton 
[1967], capitulo 4, seccidn 11, que si BCAx<AtJ,At.rd tiene un 
conj'unto de n autovectores lineaLmente independientes v i , . . . ,  V, Y 
V es la mtriz cuyas colwnnas son Los autovectores normalizados. 
entonces existe una tonstante 6 1 0 tal que A 2 6, siendo A el 
t 
determinante de V V .  Y efectivamente podemos probar eso si A es no 
singular, pues a1 ser B una funci6n racional de A, 10s 
autovectores de B coinciden con 10s de A, que no dependen ni de At 
ni de m, o sea V y V-* son no singulares y se puede tomar 
directamente A como 6. En nuestro anAlisis linealizado, 10s 
autovectores (constantes) eon 
y, para que la matriz A sea no singular, basta suponer HzO. 
Este teorema garantiza en algh sentido el uso del esquema de 
Preissmann en ecuaciones no lineales, por generalizacidn (no 
fundamentada, naturalmente. sin0 tan sdlo supuesta). Sin embargo, 
esas generalizaciones deben ser testeadas , aunque sea 
empiricamente: en la seccibn 12 se muestra un ejemplo de que se 
produce inestabilidad con @=2/3, e incluso con 6 = 0 , 7 5  10s 
resultados no son para nada satisfactorios (las oscilaciones 
observadas quitan gran margen de precisibn a 10s resultados). Eso 
con un sistema rio-afluente (el esquema en Y ) .  En el apdndice 2 se 
observa un caso de inestabilidad numerics para @=2/3 con un tramo 
simple. No hemos encontrado en la bibliografia citas de 
inestabilidades para e > 1/2. 
Este autor us6 este teorema para aplicar el metodo de Preissmann 
a la discretizacibn de modelos unidimensionales con fondo mdvil, 
en 10s cuales A es ahora una matriz de 3x3, con una ecuaciin 
adicional representando el balance de masa s6lida del fondo movil, 
segan el modelo plantsado por Gradowczyk [ 1 9 6 8 ] .  El modelo 
resultante, que fue aplicado a la modelizaci*n de 10s canales de 
restitucidn de dos represas proyectadas sobre el rio Limay, puede 
verse en el informe de EGASAT [ 1982 ] .  
Por Gltimo, cabe rnencionar que los resultados de esta seccibn 
son conocidos, per0 no es fkil encontrar en la bibliografia su 
desarrollo completo y riguroso. Por ese motivo se han expuesto en 
forma detallada. 
7. A L W R I  TMO DE T R I  DI AGONALI ZACI ON PARA TRAMOS S I M P L E S  
Pasemos ahora a analizar el algoritmo de tridiagonalizacidn de 
la matriz A formada por 10s pares de ecuaciones lineales (15.i), 
(16.i), modificando naturalmente el tkrmino de la derecha b de la 
ecuacibn matricial Ax=b.  
El algoritmo de tridiagonalizacidn de 10s pares de ecuaciones 
(15.i), (16.1) es el siguiente: 
a) Punto de discretizacibn i generico: 
Se tiene(l5.i), (16.i). En un interval0 de discretizacidn 
(i,i+l), restando (15.i) rnultiplicado por Bii/Aii de (16.i) se 
tiene 
con Dki = B k+i, i  - A k+f. i  B . / A i i  i r  
Restando ahora ( 3 6 .  i) multiplicada por A4i/%i de (15. i )  se 
t iene 
con 
A partir de aqui basta analizar 10s extremos para exhibir la 
matriz tridiagonal: 
b) Extrerno aguas arriba 
bl) Condicidn de contorno Q(xo,t) conocida. 
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n+ i n donde AQo = Qo - Qo es conocido.  
b2) Condicidn de contorno Z ( x o , t )  conocida:  
En este caso  las  dos pr imeras  ecuaciones  r e s u l t a n  ser 
C )  Condicidn d e  contorno aguas aba jo :  
c l )  Condicidn de contorno Q ( x L , t )  conocida:  
En e s t e  ca so  l a s  dos f i l t imas  ecuaciones  pasan a ser 
AZ ci ,~-iAQ~-i+cz,~-* L-i =C * , L - I - ~ B . L - I ~ ~ L  (37.L-1) 
Di,L-iAZL-i +D.,L-iAZL= D4.L-I -DZ.L-iAQL ( 3 6 . L - 1 )  
c2 )  Condicidn de contorno Z ( x L , t )  conocida.  
En e s t e  caso  las dos f i l t imas ecuaciones  d e l  s i s t ema  s e  
expresan como 
y se ha  obten ido  una ma t r i z  banda t r i d i a g o n a l  que se puede 
r e s o l v e r  por  e l  mbtodo c lAs ico  d e l  " b a r r i d o  doble"  como puede 
v e r s e  en Gelfand y Lokutsievsky [1964 ] ,  por  ejemplo.  S i  b i en  no s e  
puede probar  en g e n e r a l  que se cumplen las condiciones  h a b i t u a l e s  
de dominancia diagonal que aseguran buen condicionamiento num&rico 
para la solucibn del sistema tridiagonal (36), (37) (ver por 
ejemplo el capltulo 4, seccidn 2 de Godunov y Riabenkii [1964]), 
empiricamente se observa que no hay usualmente problemas 
num&-icos. MAS concretamente, no tenemos informacibn sobre 
dificultades debidas a ma1 condicionamiento de las matrices en 
modelizaciones reales . Vcslveremos sobre este tema del buen 
condicionamiento del sistema lineal en la seccidn 8. 
La memoria de computadora necesaria para almacenar la matriz A y 
el vector b tal que Ax=b es la siguiente, si se tienen en total n 
puntos de discretizacibn: 
i) 10 palabras en total para tudos 10s A J L ,  . , . Y 
C..  DjL , j=1, . . . ,4 ,  pues el proceso de triangulacibn avanza de 
JL ' 
a pares de filas y se puede usar el espacio reservado para las A 
JL 
Y B. para almacenar 10s C y Dji . (,Suponemos, de ahora en 
J L J L  
adelante, que hay ademgs memoria reservada para almacenar loe Si, 
Bi, Di ,  dD/dZi , etc., que determinan A,. y B.. segf~n las 
JL J 'L 
ecuaciones (18) y ( 201 ,  o sea, lox A.. y B. se calculan y usan a 
J'- ~i 
medida que se recorren los puntos de discretizaci6n en sentido 
ii) 2x2(n-1)=4(n-1) palabras para todos lox elementms de la 
matriz triangular superior, y 2(n-1) palabras para b, o sea 6(n-1)  
palabras en total. 
0 sea, aproximadamente 6r1 palabras . 
En cuanto a1 nGmero de operaciones necesarias para resolver el 
sistema es: 
1 divisibn (pues A =-1 siempre, o sea no es necesaria esa 
I L
divisibn), 7 sumas y 7 multiplicaciones por par de ecuaciones 
entre puntos de discretizacibn (i,i+l) para la tridiagonalizaci4n; 
si considerarnos que una operacidr~ equivale a una suma mAs una 
multiplicaci6n o una suma mAs una divisidn, esto significa 8 
operaciones por interval0 entre puntos de discretizacibn, es 
decir, en total 8(n-1) operaciones. 
Como para resolver un sistema tridiagonal de orden k se 
necesitan 3(k-1) rnultiplicaciones y sumas y 2d-1 divisiones, y 
nuestra matriz tiene orden k=2(n-I), haran falta 3(2(n-1)-1) 
multiplicaciones y sumas y 2.21n-11-1 divisiones, o sea 10n-14 
operaciones . 
Por consiguiente, en total habra 18n - 22 operaciones, o sea 
aproximadamente 18n operaciones. Si se quiere desglosar en sumas y 
multiplicaciones por un lado y divisiones por otro (pues Bstas 
suelen demorar mas), serhn aproximadamente 13n sumas y 
multiplicaciones y 5n divisiones . 
Es interesante comparar la memoria y ndmero de operaciones antes 
calculados con l o s  necesarios si se considera la matriz A original 
dada por las ecuaciones ( I s ) ,  (16) como una matriz pentadiagonal 
(que lo es, con un elemento nulo en cada fila de la banda). La 
memoria necesaria para almacenar A y b es de 6 palabras por fila, 
o sea 6x2(n-1)=12(n-l) palabras, es decir, aproximadamente 
12n palabras (siempre considerando que n es el nfimero de puntos de 
discretizacidn, o sea el ncmero de filas es 2fn-1)). En realidad. 
como en el caso anterior, si triangu1am.o~ simultaneamente con el 
cdlculo de los elementos de la banda, para ahorrar espacio, y 
usamos que cada banda tiene solamente 4 elementos no nulos, esa 
suma se puede reducir a 4(n-1)+3(n-1)+10 palabras, o sea 
aproximadamente 7n palabras. 
En cuanto a1 nomero de operaciones (siempre consideramos pivote 
diagonal, o sea no hay testeo para buscar el pivote) es 
directamente, como puede verse en Dahlquist y BjGrk [1974], 
capitulo 5, seccibn 4, de 6x2(n-1)=12(n-l) operaciones para la 
eliminacibn y de 5xZ(n-1)=10(n-1) operaciones para el barrido 
descendente, o sea alrededor de 22n operaciones. La comparacibn 
favorece ligeramente a nuestro algoritmo, debido a que, como 
sabemos qu& elemento de la banda es nulo (el primer0 en las filas 
I impares y el filtimo en las filas pares), usamos esa informacibn 
en el proceso. 
Veamos aho ra ,  a n t e s  de  s e g u i r  a d e l a n t e ,  un breve ejemplo 
e x p l i c a t i v o .  Sea un tramo s imple  de  4 puntos ,  xi, x2, x 3 ,  y x4. 
Supongarnos, p o r  ejemplo,  que se t i e n e n  como condiciones  de  
contorno e l  cauda l  dado aguas a r r i b a  y e l  n i v e l  dado aguas a b a j o .  
Una vez l l e v a d a  a cabo l a  d i s c r e t i z a c i 6 n  quedarA formulado e l  
s i s t ema  l i n e a l  
donde 10s Aij,  BijJ 1 , .  . 5 = 2 , 3  t i e n e n  10s v a l o r e s  a n t e s  
i nd i cados .  Restando l a  primera f i l a  d i v i d i d a  por  Aii Y 
mul t ip l i cada  por  Bii de l a  segunda f i l a ,  l a  t e r c e r a  f i l a  d i v i d i d a  
por  Ai2 y rnu l t ip l icada  por Biz de l a  c u a r t a  f i l a  y l a  q u i n t a  f i l a  
d i v i d i d a  por  Ai3 y mul t ip l i cada  po r  Bi3 de la  s e x t a  f i l a  se  t e n d r a  
Ahora se resta l a  segunda f i l a  d i v i d i d a  por  DBi y m u l t i p l i c a d a  
por  A,$ d e  l a  primera  f i l a ,  l a  c u a r t a  f i l a  d i v i d i d a  por  D y 
mul t ip l i cada  por  de l a  t e r c e r a  f i l a  y l a  s e x t a  f i l a  d i v i d i d a  
por  Dg3 y rnu l t ip l icada  por  AQ3 de l a  q u i n t a  f i l a  y queda 
t 
y nos queda el sistema A'x=b'  , con X I  (AZI,AQ2, AZ2, AQ3, AZ3, AQ4) y 
con A '  tridiagonal, de mod0 que se puede resolver por medio del 
barrido doble. 
Resumiendo, la linealizacidn de las ecuaciones de Saint-Venant 
para un tramo simple discretizado mediante un esquema de 
diferencias finitas de tipo ca ja  de cuatro puntos, siendo los 
puntos de discretizacisn designados como xo,-..xL da origen a un 
sistema lineal Ay=b que deberA resolverse en cada paso de tiempo, 
donde : 
A es una matriz cuadrada de orden 2L. Las columnas no nulas del 
primer par de sus filas son las tres primeras. Para las filas 2i-1 
y 2i, con 21i<L-1, 10s elementos no nulos estAn ubicados sobre las 
columnas 2i-2 a 2 i + l ,  es decir, 10s elementos no nulos, para el 
par de filas (i-l,i), comienzan a la altura de la tercera columna 
no nula del par anterior. Para las filas 2L-1 y 2L 10s elementos 
no nulos son 10s correspondientes a las filtimas tres columnas. Las 
filas 2i-1 y 2i son las correspondientes a la discretizacidn en 
diferencias finitas para un esquema tipa caja de cuatro puntos del 
intervalo entre 10s puntos de discretizaci6n ( i - i ) ,  y por 
consiguiente 10s lados derechos bZi-, Y bZi corresponden a 10s 
tkrminos independientes de las ecuaciones discretizadas en ese 
intervalo. Las columnas corresponderAn a las incdgnitas del 
siguiente modo: 
La primer columna corresponde a la incdgnita AQo (si la 
condicidn de contorno es nivel dado) o a la incdgnita AZo (si la 
condicibn de contorno es caudal dado). Las columnas 2, 4 ,  2i, 
. . , 2L-2 corresponden a las incdgnitas AQI, AQz, . . , AQi , . . , AQ L-t.  
Las columnas 3, 5,.., 2i+1,..2L-1 corresponden a las incdgnitas 
AQL (si la4condici6n de contorno aguas abajo es el nivel) o AZL 
(si la condicidn de contorno dada aguas abajo es el caudal). 
Obskrvese que a1 efectuar una linealizacibn completa, incluso de 
10s t&rminos no homogeneos, en 10s incrementos AZ y AQ, y a 
linealizar despreciando 10s tkrminos de orden superior en el 
desarrollo de Taylor, el metodo de Preissmann evita la formacid~n 
de un sistema no lineal. 
8. A N A L I S I S  HEURISTIC0  DE LA ESTABILIDAD NUMERICA DE LA MATRIZ A 
Y a  hemos mencionado que no se conocen problemas de i n e s t a b i l i d a d  
numkrica debida a m a 1  condicionamiento de l a  ma t r i z  A en 
a p l i c a c i o n e s  r e a l e s  de  modelos hidrodinhmicos unidimensionales  que 
usan e l  esquema de  Preissmann. Dado que en d l t i m a  i n s t a n c i a  l a s  
ecuaciones  que se d i s c r e t i z a n  sun no l i n e a l e s  , tropezamos con 
problemas d e l  mismo t i p o  qile pa ra  e l  a n a l i s i s  de l a  e s t a b i l i d a d  
numerica d e l  esquema como t a l .  Procederemos de l a  misma manera 
p a r a  t r a t a r  de e v a l u a r  e l  buen condicionamiento de l a  ma t r i z  A :  
supondremos en primer  l u g a r  un cauce f l u v i a l  de  s ecc ibn  
t r a n s v e r s a l  s imple  y uniforrne ( c a n a l  p r i smht i co )  y una s i t u a c i h n  
de cauda l  y a l t u r a s  desde e l  lecho d e l  cauce c o n s t a n t e s ,  pa ra  ver  
quB pasa cuando s e  t r i d i a g o n a l i z a  y luego se t r i a n g u l a n  las 
ecuaciones  ( 1 5 . i )  y ( 1 6 . i ) ,  y poder e x t r a p o l a r  conc lus iones  a 
casos  m A s  g e n e r a l e s .  Examinemos en tonces  l o s  c o e f i c i e n t e s  (18)  y 
( 2 0 ) .  
Supondremos entonces  At=l d i a ,  i n t e r v a l o  temporal  u sua l  en 
modelizacifin d e  per iodos  prolongados s i n  c r e c i d a s  b r u s c a s ,  o s e a  
At=86400 segundos. E s  razonable  pensar  que e l  i n t e r v a l o  A x  no e s  
mayor que 1 0  km ( b s t e  es usualrnente un v a l o r  muy exagerado,  s a l v o  
e n  r i o s  muy grandes ;  con v a l o r e s  meriores l a e  c o t a s  num&ricas que 
se ind ican  m A s  aba jo  son adn menores) ,  y suponemos un ancho de  100 
m (cauce mediano). Tomamos 6 = 0 , 8 .  Entonces, por  ( 1 8 . 2 )  sera AZi = 
A = R < 10. ( I n c l u s o  e s  p o s i b l e ,  con Ax mhs pequeRo, que R < 1 , 
4 L  
l o  c u a l  mejora e l  condicionamiento de l a  ma t r i z  A en n u e s t r o  
ejemplo s imp l i f i cado ,  coma veremos).  
Si consideramos una ve loc idad  media de 1 m/s, t o t a lmen te  
razonable  para  regimenes s u b c r i t i c o s ,  y tomando un cauda l  de  1000 
3 
m /s (s iempre pa ra  cauce mediano),  s e  tendrA una s u p e r f i c i e  mojada 
2 S de 1000 m . Adembs, como puede v e r s e  por  e.jemplo en Chow [ 1959 ] ,  
B ~ / D =  t i e n d e  a l a  pendien te  de s u p e r f i c i e  d e l  agua pa ra  regimenes 
e s t a c i o n a r i o s ,  y e s t e  e s  un numero pequeKo (digamos menor que 
0,0001 pa ra  un ri o mediano de l l a n u r a )  . Eso impl ica  que D s e r a  
siempre un ndmero grande ;  por  cons igu ien t e ,  podemos d e c i r  r e spec to  
I 
de 10s t r e s  t&rminos de BiL l o  s i g u i e n t e :  
Despreciaremos por lo tanto, en primera aproximaci&n, BiL , y 
anglogamente BSL. Con el mismo razonamiento, las estimaciones de 
BZi y Bli nos indican que, salvo el tkrmino e (o - )  10s demas 
t&rminos pueden despreciarse en primera aproximacifin, pues 
y ademAs D "' 100000. Como aD/aZ no vari a mucho (digamos un orden 
de magnitud menos que D) se tiene 
que tampoco tomaremos en cuenta en este anAlisis heuristic0 
simplificado. 
Tomemos ahora otro caso de dimensiones un poco distintas, y 
calculemos exactamente 10s coeficientes: sean por ejemplo dos 
puntos de discretizacidn k, k+l, tales que sus respectivas 
secciones transversales son rectangulares, de ancho en ambos casos 
250 rn. Supondrernos un caudal en ambos puntos de 1500 rn3/s, un 
coeficiente de conduccibn que varia linealmente desde 0 a nivel 
del fondo hasta 44100 m3/s a 10 m sobre el nivel del fondo, e=0,8, 
Ax=1000 m ,  At=l dia (o sea 86400 s ) ,  y una altura sobre el nivel 
del fondo en ambos puntos de 10 m en el i n s t a n t e  conocido. Estos 
tambi&n son datos perfectamente representativos de un rio de 
mediano caudal. Se puede ohservar que 
I 
Es decir, IB . 1<<1 Y IBBni 1 <<l. Analizaremos entonces la matriz 
1 s t  
cuyos pares de filas dados por (15.i) y (16.i) sean, despreciando 
*3.i 5.i 
respectivamente. Veamos cuAn bien condicionada (o no) es la matriz 
con estas filas. La matriz general serA (suponiendo condiciones de 
contorno Q aguas arriba y Z aguas abajo) del tipo 
Se observa que a1 tridiagonalizar (38) segdn el procedimiento de 
la seccibn 7 la matriz se transforma en 
Esta matriz no es diagonal dominante. Volviendo a1 ejemplo 
t 
concreto de antes, la tridiagonalizacibn produce 10s siguientes 
resultados: 
Claramente no e8 diagonal dominante. 
Para esta triangulacidn, por la forma de las matrices, las filas 
impares no se modifican, y a las filas pares 2i se les suman las 
filas impares siguientes, 2i+l, multiplicadas por - R / e .  Dado que 
usualmente 0,l < R/e (10, y dado que el error no se propaga de 
fila en fila, porque las operaciones con filas se realizan de a 
pares aislados de filas, despreciaremos el error cometido a1 pasar 
de la matriz A a la matriz B dada por ( 3 9 ) ,  o sea nos dedicaremos 
a estudiar el buen condicionamiento de B como equivalente a1 de A .  
Si aplicamos a esta matriz tridiagonal B una eliminacibn 
gaussiana, obtendremos que B=LU, con L "bidiagonal inferior", o 
sea triangular inferior con una sola diagonal menor debajo de la 
diagonal principal no nula, y con U "bidiagonal superior", o sea 
triangular superior con una sola diagonal menor encima de la 
diagonal principal no nula, siendo 
( x o ,  . . . ,  x,) es el conjunto ordenado de puntos de discretizacidn, 
o sea hay L intervalos de calculo y 2L filas en la matriz. Los 
elementos no nulos de L fuera de la diagonal son 10s 
multiplicadores 1 
y 10s elementos de la diagonal de U son 
Los elementos de U coinc iden  con 10s de B .  Veremos cdmo s e  
propaga e l  e r r o r  de  redondeo en l a  t r i a n g u l a c i d n  de B ,  es d e c i r ,  
en  e l  proceso de obtencidn de l a  f a c t o r i z a c i b n  B=LU. 
TEOREMA: Sean qnj y q,j l o s  v a l o r e s  aproxirnados c a l c i ~ l a d o s  
por  computadora de  m . y u. .  . Sea u l a  unidad de redondeo o de 
L,J L J  
-<t+I) -t 
c o r t e  de la  computadora, o s e a  u=2 o u=Z , 
respec t ivamente ,  donde t es e l  numero de d i g i t o s  s i g n i f i c a t i v o s  de 
l a  mant isa  en l a  r ep re sen tac ibn  normalizada de  10s numeros reales 
en punto f l o t a n t e  por  computadora. Entonces,  pa ra  l a  f a c t o r i z a c i b n  
E=LU de (39 )  dada por  ( 4 0 )  se t i e n e ,  s i  s e  desp rec i an  10s t&rminos 
de orden o(u') 
donde I E .  . I 5 
L.J 
DEMOSTRACION: L a  demostracidn e s  por  inducci6n en i .  Para  i = 2 > s e  
t i e n e  
=kt = - e / (2R) .  (1 + 6) p a r a  u  o  s e a  s z , $ = ~ / 4  
, = R - 1 + ~j y valen  l a s  cons iderac iones  
a n t e r i o r e s .  (Se cons ide ra  que l a  m u l t i p l i c a c i h n  por  1 e s  e x a c t a ,  
l o  mismo que l a  suma de c e r o ) .  
Veamos ahora  quh pasa para  i > 2 .  Sea i impar. Entonces s e  t i e n e  
nL,L-t  
- 1 / 1 2  
L - 5 . L - I  
(1 + E )  con I s I  I u 
- 
- 
- - ( I  + 3 ( i - 1 ) ~  L-i ,~-t  . + )  con I E .  I I u  L-I .L-~  
- 
- m 
L , L - I  
. ( I  + € ) . ( I  - 3 ( i - I ) €  
L - t . L - 4  + 0 ( u 2 > >  
= m. . (1 + E - 3 ( i - 1 ) ~ .  
L , L - I  L - i , L - $  + O ( u Z >  
- 
m ~ , ~ - ~  . ( l  + ( 3 i - 2 ) ~  L,L-i ) = - ( i - l ) R / e . ( l  + ( 3 i - 2 ) ~  L,L-i ) 
Para  l a  U l t i m a  igualdad se desp rec i6  0(u2)  y se tom6 
E 
i,i-i = (E  - 3 ( i - 1 ) ~ ~ - ~ , ~ - ~  3 - 2 )  y se t i e n e  
, 5 ( U  + 3 - 1 ) ) ( 3 - 2 )  = ( 3 i - 2 ) u / ( 3 i - 2 )  = u 
Por  s u  p a r t e ,  para uiri se t i e n e  
- 
'4.i - (2R - q,i-i.q-,,i.(1+4)).(1+&z) 
= (2R + ( i - 1 ) R / e . ( 1 + ( 3 i - 2 ) ~  )me . ( l+cA)) . ( l+ez)  
i.i-i 
= (2R + ( i - 1 ) R .  ( 1 + ( 3 i - l ) ~ + 0 ( u ~ ) ) .  (1+s2) 
con E = (  ( 3 i - 2 ) ~ .  . +gi ) / (3 i -1)  , Iel 5 u 
1 , L - i  
= ( ( i + l ) . R . ( l  + ( 3 i - 1 ) s s ) . ( l + a 2 )  
2 despreciando O ( u  ) y tomando g r = ( i - l ) / ( i + l ) ~  
= ( i + l ) R . ( l +  3 i c .  . )  
L.1. 
2 despreciando de nuevo O ( u  ) .  
tomando E. , = (  ( 3 i - l ) ~ ~ + € ~ ) / ( 3 i )  y 
L*L 
Sea ahora  i p a r .  Entonces se t i e n e  
- 
%,i-i - -e/q-ci-i - ( 1 +E > 
- 
- ui-i,i-i . ( 1 + 3 ( i - 1 ) s  i-i,i-i ) ) - ( l+s )  
= m . .  . ( 1 - 3 ( i - I ) €  
L,L-i L-i,i-i + 0 ( 2 ) ) .  ( l + E )  
= - e / ( i R ) .  (1+(3i-2)ei,i-i) 
tomando E . .  = ( - 3 ( i - 1 ) ~ .  
L.L-i L-i,i-i + ~ ) / ( 3 i - 2 )  y despreciando O(uZ) 
En cuanto a 14,~ , se t i e n e  
y_. = e / ( i R ) . ( l + 3 i ~ .  . )  
.1. 1.1 
con l o  que queda demostrado e l  teorema. 
tomando E. . =  ( 3 i - 2 ) ~ .  . / ( 3 i )  
1.1. L,L-i  
Es decir: B se puede triangular por el metodo de eliminacidn ds 
Gauss sin que se produzca en ningdn momento divisibn por 0, pues 
10s pivotes exactos no se anulan nunca y 10s aproximados son muy 
poco perturbados: la perturbacidn num&rica mAxirna de 10s 
multiplicadores es del orden de 1 + 3Lu, y 3 L u  < < I ,  dado que el 
orden de la matriz 2L (normalrnente menor que 200) es mucho menor 
que t. 
Con el mismo razonamiento, usamos el teorema (ver por ejemplo 
Dahlquist y Bj6rk [1974 ] ,  seccidn 5 .5 .4 )  que dice que las matrices 
23 y U computadas cumplen que 
es decir, son la solucidn exacta de un product0 de matrices que 
difiere de B en una matriz de perturbacibn E=(e. . ) ,  donde 
L.J 
donde h(k' indica el elemento (i, j) de la matriz obtenida 
'.J 
siguiendo el procedimiento de eliminacidn de Gauss hasta la k-sima 
fila. Pero en nuestro caso, como vimos en el reciente teorema. 
o sea 
max 
Por otra parte, en el lenguaje TURBOPASCAL de la computadora 
Toshiba 3100 bajo sistema operativo MS/DOS en que se prepararon 
10s programas y se realizaron 10s experimentos num&ricos de este 
trabajo, 10s nQmeros reales se representan con una mantisa de 40 
digitos binarios, o sea t=40, equivalente a aproximadamente 12 
dlgitos decimales, o sea (la representacibn en computadora es por 
corte) 
o s e a  l a  pe r tu rbac idn  ( e n  e s t e  ca so  muy s i m p l i f i c a d o ,  c l a r o  e s t A ) ,  
e s  muy pequeKa. 
Clararnente, este e s  un a n a l i s i s  h e u r i s t i c o ,  pues hemos 
considerado un caso  p a r t i c u l a r .  Sin embargo, e l  rnismo represents 
adecuadamente l o s  casos  que se presen tan  en l a  prAc t i ca .  De todos  
modos, no hemos proseguido l a  i n v e s t i g a c i d n  pues p a r a  e l l o  debe 
tornarse en cuenta  e l  numero de condicidn de B ( o  de A ) ,  cond(B) o  
cond(A),  y e s o  impl ica  e s t i m a r l o ,  s igu iendo  l a  l i n e a ,  po r  e jemplo,  
de Golub y Van Loan [19831, c a p i t u l o  4 .  E l  e s t u d i o  s i s temAt ico  de  
e s t e  problema e s t A  fuera de l o s  o b j e t i v o s  de e s t a  t e s i s .  
SEGUNDA PARTE 
9. ESTRUCTURAS FLUVIALES ARBORESCENTES 
En una red fluvial se tienen afluentes que desembocan en otros 
cursos de agua mas importantes, efluentes por donde se deriva 
parte del caudal, etc. Como ya indicamos en la seccibn 3, ademhs 
de las ecuaciones de Saint-Venant (I), de las condiciones 
iniciales ( 2 )  y de las condicionee de cantorno (10) en extremos de 
la red fluvial - que ahora podrhn ser mhs de uno aguas arriba y 
mhs de uno aguas abajo - serh necesario imponer las condiciones de 
compatibilidad (12) de Stoker en las confluencias de la red. Pero 
la solucidn de las ecuaciones de Saint-Venant deberh hallarse 
tambi4n num&ricamente, por supuesto; y si usamos el mktodo de 
Preissmann, tendremos que resolver en cada intervalo de tiempo un 
sistema lineal A x = b .  Interesa ver si la matriz A en cada intervalo 
de tiempo sera tambien fkilmente tridiagonalizable, o si su 
estructura tendra otras caracteristicas convenientes. Convendra 
por lo tanto def inir con precisihn 10s conceptos que se manejan, 
aunque resulten intuitivos . 
Definicibn: fJna discretizaci6n de una red fLuviaL es una 
eleccibn de un n~mero finito de secciones transversales en 10s 
cauces de la red fluvial, tales que cada vez que se produce una 
confluencia (dos tramos que afluyen a un tercero o un tramo que se 
bifurca), a dicha confluencia esthn asociados tres puntos de 
discretizacibn, uno correspondiente a cada cursu de agua que 
afluye o efluye, tal como se indica en la figura 3. 
Nos interesaran en esta parte del trabajo las cuencas fluviales 
arborescentes, o sea las redes fluviales formadas por rios, 
afluentes, afluentes de afluentes, etc. En este context0 las 
confluencias serh siempre afluencias. En lo que sigue nos 
conviene usar algunos conceptos de teoria de grafos, para lo cual 
usaremos terminologia (traducida) de Christofides [I9751 y Even 
[19791. Indicamos a continuacibn las definiciones que necesitamos: 
Un grafo dirigido estA formado por un conjunto V de vertices 
vl, vZ, - . . , y un conjunto E de arcos eique son pares ordenados 
(vi,vj) , ea decir, E c v2 . Si (vi , vj ) es un arco, Y es el 
vkrtice de origen y v. es el v&rtice de destino del arco; grado be 
J 
entracla g r  ( v )  es e l  conjunto  de 10s a r c o s  de  10s c u a l e s  v e s  
E 
v k r t i c e  de  d e s t i n o ,  grad0 de saLida g r s ( v )  es e l  conjunto  de 10s 
a r c o s  de  10s c u a l e s  v  es v k r t i c e  de  o r igen ,  y grado g r ( v )  = g r E ( v )  
+ gr s (v )  es l a  suma d e l  grado de  e n t r a d a  rnhs e l  grado de s a l i d a .  
Un camino dirigido e i, e Z ,  . - .ek es una suces idn  de  a r c o s  t a l  que 
e l  v h r t i c e  de  d e s t i n o  de  ei-i es e l  v h r t i c e  de  o r igen  de e i .  E l  
v k r t i c e  de o r i g e n  de  ei es e l  v e r t i c e  de  o r igen  de1  camino; e l  
v k r t i c e  de  d e s t i n o  de  ek es e l  v k r t i c e  de  d e s t i n o  d e l  camino. Un 
circuit0 e s  un camino d i r i g i d o  t a l  que s u  v & r t i c e  de  o r i g e n  
co inc ide  con s u  v 6 r t i c e  de d e s t i n o .  Un g r a f o  d i r i g i d o  G e s  
debilmente conexo s i  para  cada p a r  de  v k r t i c e s  vi , v .  hay un 
J 
camino no d i r i g i d o  e n t r e  e l l o s ,  es d e c i r ,  un conjun to  ordenado de 
v e r t i c e s  vi , vi+* , vir2 , . . - , vj-i , v.  t a l e s  que para  cada pa r  
J 
consecut ivu ( v ~ , v ~ + ~ ) ,  e l  a r c o  ( V ~ , V ~ + ~ )  pe r t enece  a E o e l  a r c o  
(vL+%,vL) pe r t enece  a  E .  En a d e l a n t e  hablarernos de  camino a s e c a s ,  
entendikndose que es d i r i g i d o .  Un g r a f o  d i r i g i d o  t i e n e  una raLz r 
s i  r E V y todo v 4 r t i c e  es a l canzab le  desde r ,  es d e c i r ,  para  todo 
v k r t i c e  v  e x i s t e  un camino cuyo o r igen  e s  r y s u  d e s t i n o  es v .  Un 
&rboZ dirigido o arborescencia es un g r a f o  t a l  que t i e n e  una 
( b n i c a )  r a i z  r con g rE( r )=O y pa ra  todo  o t r o  v h r t i c e  v ,  g r E ( v ) = l .  
Se prueba en Even [1979],  c a p i t u l o  2 ,  secc i6n  4 ,  que l a  d e f i n i c i b n  
de a rborescenc ia  e s  equ iva l en t e  a d e c i r  que G t i e n e  una r a i z  desde 
l a  c u a l  hay un Gnico camino a todo  o t r o  v & r t i c e ;  y tambikn es 
equ iva l en t e  a  d e c i r  que G t i e n e  una r a i z  y s i  s e  q u i t a  un a r c o  
( p e r o  ningbn v h r t i c e )  a1 g r a f o  la  r a f z  d e j a  de  s e r l o .  S i  G es una 
a rborescenc ia  y se t i e n e  un v e r t i c e  v  t a l  que g r s (v )  = 0 ,  se d i c e  
que v  es una hoja d e l  Arb01 d i r i g i d o .  
Ahora estamos en condiciones  de  d e f i n i r  10s conceptos 
re lac ionados  con las d i s c r e t i z a c i o n e s  que efectuaremos.  
Definici6n: Una discretizaci6n arborescente de una red fLuviaL 
es un g r a f o  d i r i g i d o  f i n i t o  G(V,E) t a l  que 
a )  G ( V , E )  es un Brbol o r i en t ado  ( o  a r b o r e s c e n c i a ) .  
b)  Los v k r t i c e s  v  E Y son exactamente 10s puntos de 
d i s c r e t i z a c i b n  d e  l a  red f l u v i a l .  
c )  S i  g r ( v ) ,  g r E ( v )  y g r s ( v )  i n d i c a n ,  respect ivamente ,  e l  grado,  
e l  grado de en t r ada  y  e l  grado de s a l i d a  d e l  v e r t i c e  v ,  v a l e :  
c l )  g r ( v )  I 3 .  
c 2 )  S i  g r E ( v )  = 0 e n tonc e s  g r s ( v )  1 (0  s e a ,  de  l a  r a i z  d e  
G sale solamente  un a r c o ) .  
d )  S i  g r (v , )  = 3 , y  s i  vi y v .  son  10s dos  v G r t i c e s  a 10s 
-- J 
c u a l e s  l l e g a n  l o s  a r c o s  (v, , vi ) y (v, , v j  ) d e  10s c u a l e s  
vk 
es e l  v & r t i c e  de  o r i g e n ,  e n tonc e s  v a l e  que 10s puntos  d e  
d i s c r e t i z a c i f i n  forman una conf l u e n c i a  {vi, v J ,  v,) como l a  
a f l u e n c i a  que se i n d i c a  e n  l a  f i g u r a  3 ,  e n  que  10s c u r s o s  d e  agua 
que  t e rminan  en  vi y v j  a f l u y e n  a 1  que comienza en  vk . 
Reciprocamente,  dada una c o n f l u e n c i a  s a b r e  l a  c u a l  hay tres 
puntos  de d i s c r e t i z a c i i n  v  v .  y vk , donde V, es extremo aguas 
L '  J 
a r r i b a  d e  un c u r s o  forrnado p o r  l a  a f l u e n c i a  de dos  c u r s o s  que 
te rminan e n  vi y v. . v a l e  que  g r (v , )=3  y que (v, ,vi)  y (v,,vj) 
J 
son a r c o s  d e l  g r a f o ,  o  sea (vk .v i )  E E y  ( v k ,  v j )  E E .  
e )  Dados dos  a r c o s  cons e c u t i vos  (vi , v j  ) y ( v j  , v, ) tales 
que gr,(vj) = g r s ( v j )  1 10s puntos  de  d i s c r e t i z a c i b n  
c o r r e s p o n d i e n t e s  estAn s o b r e  un cauce  de  red  f l u v i a l  y ,  yendo 
desde  aguas  a b a j o  h a c i a  aguas  a r r i b a ,  pr imero esta vi , luego v y 
J 
f i n a l m e n t e  vk , y no hay ningrin pun to  de  d i s c r e t i z a c i 6 n  e n t r e  
e l l o s .  
Es d e c i r ,  se da a 1  g r a f o  l a  d i r e c c i e n  "desde  aguas  a b a j o  h a c i a  
aguas  a r r i b a " ,  Y l a s  c o n f l u e n c i a s  son a f l u e n c i a s :  i n d i c a n  s i empre  
una unibn de  dos  a f l u e n t e s :  en  l a s  r e d e s  a r b o r e s c e n t e s  no hay 
e f  l u e n t e s .  
S i  v  e s  l a  r a i z  d e l  g r a f o  ( o  s e a  g r  ( v )  = O ) diremos que  v  e s  
E 
e l  (t3nico) extremo abierto aguas abajo d e  l a  r e d ,  o  l a  
desembocadura de  l a  r e d ;  s i  g r s ( v )  = O ( o  sea v  es una h o j a  d e l  
g r a f o )  diremos que v  es extreno abierto aguas arriba de  l a  r e d ;  s i  
g r ( v )  = 3 , y (v ,w)  E j  ( v , z )  E E ,  r e i t e r e m o s  que  l a  t e r n a  
{w,z ,v)  forma un nodo de afluencia. Escr ib i remos  s iempre  como 
~ l t i m o  e lemento  de  l a  t e r n a  a1 v k t i c e  v  cuyo g rado  de s a l i d a  s e a  
2 .  En este c a s o  diremos que  w y z son extrernos aguas  a r r i b a  de  
sendos  t ramos que afluyen aL ( o  son afluentes dell t r a m 0  d e l  c u a l  
v  es extremo agixas a r r i b a .  
ha direccidn del grafo serA, como ya dijimos, desde aguas abajo 
hacia aguas arriba; en la tercera parte de este trabajo usaremos, 
para redes fluviales deltaicas, grafos con la direccibn opuesta, 
es decir, desde aguas arriba hacia aguas abajo, que parece mAs 
"natural". El motivo de usar esta direccidn para las redes 
arborescentes se debe a que es la direccidn de 10s Arboles 
dirigidos, en 10s que la raiz (o sea, la desembocadura) tiene 
grado de entrada cero, y por lo tanto cambiar la direccibn 
complicaria innecesariamente nuestro anAlisis. 
Los pares de ecuaciones obtenidos segdn el mktodo de Preissmann 
ligan 10s v&rtices unidos por un arco, con excepcidn de vgrtices 
tales que el vbrtice de comienzo del grafo tenga grado de salida 
2. Analizaremos en este trabajo situaciones en que se darA una 
condicibn de contorno sobre cada uno de 10s extremos de la red 
fluvial, y las condiciones de compatibilidad (12) sobre 10s nodos 
de afluencia. Estas situaciones corresponden a r&gimen subcritico 
en toda la red; comentarernos algo mAs a1 respecto en la seccidn 
11. 
Un t r a m  simpLe discretizado de la red fluvial es un conjunto 
ordenado {vi, v2, . . . ,  vn] de vkrtices (es decir, de puntos de 
discretizacidn de la red) tales que (vi ,v2), ( v Z ,  v3), . . . , ( v n-ipVn) 
forman un camino del grafo G y ademAs se curnple: 
a) grs(vi)=grs(vz)=. . .  =ers(vn-i)=l. 
b) grs(vn)=2 o grs(vn)=O. 
c) Si vi no es la raiz del grafo, entonces si w E V es tal que 
(w,v) E E, vale que grs(w) = 2. 
Es decir, un trarno simple discretizado es el conjunto de puntos 
de discretizacibn que forman un camino entre (e incluy~ndolos) dos 
extremos abiertos (este caso sdlo se da si no hay confluencias), 
dos puntos de discretizacidn pertenecientes a nodos de afluencia, 
o un punto de discretizacidn perteneciente a un nodo de afluencia 
y otro extremo abierto de la red. En el interior de un tramo 
simple discretizado no puede haber puntos que pertenezcan a nodos 
de afluencia. Si v es el origen del tramo simple discretizado, v 
serA el extrem aeuas abajo del tramo, y si es el destino, serA el 
extremo aguus arriba del tramo. 
El tramo de rio discretizado con esos puntos de discretizacidn 
serA un trcuno simple; es decir, un trarno simple de una red fluvial 
es cada uno de 10s tramos de la red cuyos extremos son o extremos 
de la red o confluencias, de modo que en su interior no hay 
ninguna confluencia. 
El concept0 de tramo simple sera usado no solamente en redes 
arborescentes sin0 tambih en la tercera parte de este trabajo, 
cuando estudiemos las redes deltaicas. Las diferencias de ambas 
estructuras se pueden ver grAficamente en las figuras 6 y 7. En la 
figura 6, (red arborescente) 10s extremos de la red son 10s puntos 
1, 2 y 4 (extremos aguas arriba), y 6 (extremo aguas abajo), 10s 
puntos en que se producen confluencias son 3 y 5, y 10s tramos 
simples son (1,3), (2,3), (3,5), (4,5) y ( 5 , 6 ) .  En la figura 7 
(red deltaica), 10s extremos de la red son 10s puntos 1, 2, 3 
(extremos aguas arriba), y 11 y 12 (extremos aguas abajo), 10s 
puntos en que se producen confluencias son 10s puntos 4 a 10, y 
10s tramos simples son (1,8), (2,4), (3,7), (4,5), (4,6), (5,7), 
( 5 , 6 ) ,  (6,8), (7,9), t8,9), (9,10), 1 ,  2 .  Par
simplicidad, hablaremos de tramo simple tanto para referirnos a 
tramos simples como a tramos simples discretizados. 
En cada tramo simple se asignan ndmeros reales xL a 10s vgrtices 
vi de modo sue para el tramo simple {v*, v2, . . . , vn) se tiene 
xi<xZ<. . . <xn o xi>xZ>. .>xn . Esus ndmeros reales representan la 
distancia de cada nodo a un punto de referencia sobre el e j e  
longitudinal del tramo (la progresiva, segdn la terminologia de 
ingenieria hidrAulica), y es indistinto si las coordenadas 
aumentan o disminuyen en la direccibn del grafo, pues lo que 
importa es la distancia entre dos puntus de 
discretizacibn consecutivos. Las coordenadas de los puntos de 
discretizacibn de cada tramo simple son independientes de las de 
cualquier otro tramo simple. En lo sucesivo indicaremos un punto 
de discretizacibn tambien por su coordenada xi si no se crean 
confusiones (pues dos puntos de discretizacidn sobre distintos 
tramos simples pueden tener la misma coordenada). 
Como ya mencionamos, las condiciones de contorno del sistema 
hiperbhlico ( I ) ,  ( 2 ) ,  con condiciones de compatibilidad (12) 
deberAn darse sobre extremos abiertos. Y si el r&gimen del curso 
fluvial es subcritico, se darA exactamente una condicidn de 
contorno sobre cada extremo abierto, o sea 
F v ( Q ( ~ ~ , t > , z ( ~ ~ , t ) > = f ~ ( t )  (10.3) 
para cada xv extremo abierto de la discretizacidn arborescente. 
1 0. ALGORI TMO DE TRI ANGULACI ON PARA REDES FLUVI ALES AKBORESCENTES 
El algoritmo a usarse para la triangulacidn de la matriz 
correspondiente a una red fluvial arborescente depende de la 
numeracidn de los puntos de discretizacidn. Se usarAn las 
condiciones de compatibilidad de Stoker, requeridas en cada nodo 
de confluencia, y cuya discretizacidn es muy simple: 
AQ. + AQj = AQ, 
AZ. = A Z .  = AZ, 
J 
cuando i,j y k son 10s subindices correspondientes a 10s 
respectivos puntos del nodo de confluencia (vi,vj,vk). 
La numeracidn de 10s puntos de discretizaci6n es la siguiente: 
Algoritm de n-umeracidn de puntos de discretizaci6n para redes 
jluviales arborescentes: 
Sea n el nfimero total de puntos de discretizaci6n. 
a) Asignemos el nhmero n a la raiz (extremo abierto aguas abajo 
de la red). 
b) Se numeran 10s puntos de discretizacidn del tramo simple cuyo 
extremo aguas abajo es la raiz del siguiente modo: si el tramo 
simple tiene m puntos de discretizacidn consecutivos desde la raiz 
(es, decir, la desembocadura) vn hasta su extremo aguas arriba, su 
numeracidn serb vn, vn-*, . , . , Vn-m+2 ' Vn-rn+* ' 
c) A1 terrnino de esto, pueden pasar dos cosas: 
1) Se llega a un punto de discretizacibn cuyo grado de 
salida es 2. En ese caso se pasa a d). 
2) Se llega a un punto de discretizacidn cuyo grado de 
salida es 0 (un extremo abierto aguas arriba). En este caso, si la 
numeracidn de dicho punto de discretizacidn es mayor que 1, se 
pasa a e). Y si es igual a 1 (lo cual debe pasar en alghn momento. 
pues el Arb01 es finito), se termina el algoritmo. 
d) Se elige uno de 10s dos tramos simples afluentes del tramo 
recih numerado, y se lo recorre hacia aguas arriba, es decir, se 
sigue el camino desde el extremo aguas abajo hasta el extremo 
aguas arriba, numerando 10s puntos de discretizacidn 
consecutivamente en orden decreciente, comenzando en k-1 si k era 
el nfimero secuencial asignado al extremo aguas arriba del tramo 
recih numerado. Se vuelve a c). 
e) Se toma v tal que 
1) v ya ha sido numerado. 
2) grs(v)=2 (o sea v es extremo aguas arriba de un tramo ya 
nurnerado). 
3) Si w y z son tales que (v,w) E E , (v,z) E E, entonces w 
fue numerado y z no, o w no fue numerado y z sf (una de las dos 
alternativas debe curnplirse, por c) y d) ) . 
4) v tiene el ndmero secuencial mAs alto entre 10s puntos 
de discretizacidn que cumplen I), 2) y 3). 
5) Sea w ya numerado y z no. Entonces se recorre el tramo 
simple cuyo extremo aguas abajo es z desde aguas abajo hacia aguas 
arriba, numerando 10s puntos de discretizacidn consecutivamente en 
orden decreciente, comenzando por k si k-1 era el n~hmero 
secuencial del Qltimo punto de discretizacibn numerado. Se pasa a 
c). AnAlogamente si el ya numerado es z ,  se recorre el tramo 
simple cuyo extremo aguas abajo es w hacia aguas arriba de la 
misma manera. 
De este modo, se tiene la seguridad de que la numeracibn de un 
tramo afluente es siempre anterior a la del tramo a1 cual afluye. 
y de que dado un nodo de confluencia (vi,vj,vk), sera i-k-1 L 
j=k-1. Si i=k-1, serA jti, y en caso contrario serA i<j. 
Intuitivamente, el tramo unidn del tramo simple con extremo aguas 
abajo vk-, con el tramo simple con extremo aguas arriba vk sera el 
"tramo principal" respecto del tramo con extremo aguas abajo v .  
J 
(si i=k-1) o vi (si j=k-1), que sera su afluente. 
La figura 8 ejemplifica una numeracibn de 10s puntos de una red 
fluvial arborescente segcn este procedimiento. 
S i  en l u g a r  de Arbol d i r i g i d o  G pensamos en  la  nocibn de Arbol 
b i n a r i o ,  en  e s t r u c t u r a s  de  informacibn,  t a l  como l o  d e f i n e ,  por  
e jemplo,  Knuth [1975], c a p i t u l o  2 ,  secc idn  3 ,  l a  formal izac idn  de  
n u e s t r a  e s t r u c t u r a  f l u v i a l  es t a l  vez m A s  t r a b a j o s a ,  pero  e l  
a lgor i tmo de  numeraci6n de l a  red es inmediato:  b a s t a  a t r a v e s a r  e l  
Arbol b i n a r i o  en postorden.  En e f e c t o ,  la d e f i n i c i d n  de Arb01 
b i n a r i o  es l a  s i g u i e n t e :  un &rboL binario es un con~'unto finito de 
puntos que es vacto, o consiste de una raLz y dos &rboLes binarios 
disj'untos, ILamudos sub&rboLes izquierdo y derecko de la ratz. 
Con e s t a  d e f i n i c i d n  (que es r e c u r s i v a ) ,  def inimos una 
d i s c r e t i z a c i d n  de una red f l u v i a l  como un Arbol b i n a r i o  cuyos 
puntos son 10s puntos  de  d i s c r e t i z a c i b n  de l a  red  y t a l  que:  
i )  La r a i z  d e l  Brbol es e l  extremo a b i e r t o  aguas a b a j o  de  l a  
r e d .  
ii) L a s  h o j a s  ( o  sea 10s puntos  d e l  Arb01 gue son raices de dos 
subArboles v a c i o s )  son 10s extremos aguas a r r i b a  de  l a  r e d .  
iii) Los nodos de  con f luenc ia  {vi , vZ , v3] , donde v3 es e l  
extremo aguas a r r i b a ,  son exactamente aqu6 l lo s  en 10s que vg e6 
raiz de dos subArboles no v a c i o s ,  las r a i c e s  de  10s c u a l e s  son vi 
y vZ , respectivarnente. 
i v )  Los tramos s imples  son 10s conjuntos  {vi, vZ,  . . . ,  v } t a l e s  
n 
que cada i < n es r a i z  de  un s o l o  subArbol no vac io ;  pa ra  cada i 
10s puntos { v ~ + ~  , v ~ + ~  , . . . ,  vn } per tenecen  a  d icho  subhrbol  cuya 
r a i z  e s  v  . v es r a i z  de  dos s u b i r b o l e s  no v a c i o s  ( p e r t e n e c e  i n 
como extremo aguas a r r i b a  a un nodo de con f luenc ia )  o  de  ninguno 
(es extremo a b i e r t o ) .  
v )  S i  v es l a  r a i z  d e l  Arb01 t o t a l  ( o  sea es e l  extremo a b i e r t o  
aguas aba jo )  t i e n e  un s o l o  subhrbol  no vac io .  
Se puede ver  f ac i lmen te  que 10s extremos,  nodos de  a f l u e n c i a  y 
tramos s imples  a s i  d e f i n i d o s  co inc iden  con 10s d e f i n i d o s  
an te r io rmente .  Y entonces  e l  proceso de numeracihn que queremos es 
e l  de r e c o r r i d o  en postorden,  o sea dado e l  nGmero de  rotulacic5n 
que in i c i a lmen te  es c e r o  e l  procedimiento " r o t u l a r "  c o n s i s t e  en :  
1) Rotu la r  subArbol a i zqu ie rda .  
2 )  Rotu la r  e l  subArbol a  derecha .  
3 )  Incrementar en uno e l  numero de r o t u l a c i d n  y r o t u l a r  l a  
rai z . 
Con este algoritmo recursivp se ve la potencia de nuestra 
definicidn de Arbol binario, aunque sea menos intuitivo asociar 
este concept0 a nuestra red fluvial arborescente. 
Ahora estamos en condiciones de triangular la matriz del esquema 
de cuatro puntos. Veremos que es posible una triangulacibn en la 
cual sobre cada fila hay a lo sumo dos elementos no nulos. 
En primer lugar, recordernos el proceso de triangulacibn de una 
matriz tridiagonal. Si la matriz de orden n tiene forma 
con a =O, 
i Cn =0, la triangulacibn consiste en pasar el sistema de 
ecuacione~ a la forma 
- 
".X. t t  + /3ixi+i - Yi 
c@n ,Q =O y con ai , Pi y y i  dadas por II 
para poder despu@s resolver el sistema ("barrido descendente") en 
la forma 
Esto es, por supuesto, la factorizacidn LU con pivote diagonal 
aplicada a matrices tridiagonales. 
En nuestro esquema de cuatro puntos para tramos ~imples hay dos 
tipos distintos de incbgnitas ( A Q i  y A ) que conviene 
distinguir, y por eso usaremos una notacibn diferenciada, quedando 
las ecuaciones (con identificacibn obvia) 
A 1 1 , ~  . A Z .  L + A1,2,iAQi+1 = A  . 
1 3 . L  
A2,i,iAQi+i + A2.2.iAzi+i= A2..,i 
El armado de la matriz triangular correspondiente a1 barrido 
descendente es entonces el siguiente, recorriendo la numeracibn de 
la red en sentido ascendente: 
i) Punto extremo vi aguas arriba: 
i.i) Condicidn de contorno Q conocida. 
SerA entonces 
A . = CZSi 
1 . i . L  
A . =  C .  
1 . 2 . L  3 . ~  
A ,  = D . - A *,2, C P,i/A . 1 2.1. i . 1 . L  
A . = Dsni 
2 ,2 ,r .  
A 
2 . 3 . L  
= D4,i - A .(D . / A  . )  1.3,~ i , ~  i , i ,~  
i . i i )  Condicibn de contorno Z conocida: 
En este caso queda 
A . = CiSi A i.2.i = C .  i .* .L  3 . L  
A . = D .  A =D . 
2.1.1 2.1 2.2.i 3.r 
ii) Punto vi intermedio (no es inicial ni final de tramo 
simple) 
iii) Punto extrerno vi aguas aba jo .  En e s t e  c a s o ,  por  la  forma 
de b a r r e r  10s puntos ,  hay tres p o s i b i l i d a d e s :  
a )  E l  extremo vi forma p a r t e  de un nodo de af  l u e n c i a  {vi, vj,vk] 
con k > iil. 
b) E l  extremo vL forma p a r t e  de un nodo de a f l u e n c i a  {vi ,vJ ,vk]  
con k = i+l. 
c )  E l  extremo vi es e l  punto extremo a b i e r t o  aguas aba jo .  O sea 
i = n .  
TEOREMA: Es ta s  son l a s  dn icas  p o s i b i l i d a d e s  de un extremo aguas 
aba jo .  
PEMOSTRACION: L a  irnica a l t e r n a t i v a  a d i c i o n a l  e s  q u e  
vL. 
per tenezca  a 121-1 nodo de af l u e n c i a  {viJ vJ ,vt3 ,  con k i .  Pero l a  
r e c o r r i d a  del arb01  desde e l  primer nodo e s  simplemente una 
r e c o r r i d a  en s e n t i d o  inverso  a1 e l e g i d o  para l a  numeracidn 
o r i g i n a l ,  y k < i  i n d i c a r i a  que un tramo a f l u e n t e  f u e r a  r e c o r r i d o  
a n t e s  que un tramo l a  c u a l  a f l u y e ,  l o  c u a l  c o n t r a d i c e  e l  metodo 
usado.  1 
Analicernos 10s casos  a )  y b )  a n t e r i o r e s  conjuntamente con e l  
caso d )  s i g u i e n t e :  
d )  Punto extremo aguas a r r i b a  vi que forma part ,e  del nodo d e  
a f l u e n c i a  { V ~ - ~ , V ~ , V ~ ) ,  con j i .  (Bs t e  es e l  rllnico caso que 
f a l t a b a  a n a l i z a r )  . 
Se t i e n e  
A2,~,i-zAQi-~'A~,~.i-~Azi-~=A~.3,i-~ 
Corno por  l a s  condiciones  de compat ib i l idad  de S toke r  se t i e n e  
AQL-l+ AQ. = AQ. , Mi-* - 
J 
A Z .  = AZ. v a l d r a  
J 
con 
Az,* , i - i= l  
De l a  ecuacidn ( 4 2 . i - 1 )  se i n f i e r e  cbmo c o n t i n u a r  h a c i a  aguas 
aba jo  r eco r r i endo  e l  tramo que comienza en i: se r e a l i z a n  l a s  
operaciones  ind icadas  en (46)  pa ra  ob tene r  las ecuaciones  ( 4 2 . i )  y 
( 4 3 . i ) ,  y s e  s i g u e .  
Queda por a n a l i z a r  e l  caso c) para  e l  b a r r i d o  descendente .  En 
e s t e  caso se tiene 
c.1) Extremo a b i e r t o  vn aguas aba jo  con cauda l  Q conocido.  
S e r A  
A 02 i n -  n-l 
A AZ = A  -A Z.2.n-1 n 2.B.n-i ~ , i , n - i ~ ~ n  
de  donde se obtienen AZ y AZ . 
n-1 n 
c.2) Extremo abierto vn aguas abajo con nivel Z conocido. 
A 2,i.n-iAQn =A -A 
Z.3,n-i 2,Z.n-i "n 
de donde se calcula AQn y luego A Z n i .  - 
Barrido ascendente: de cl o c2 se obtiene AZn-i. A partir de 
alli se sigue iterativarnente 
hasta llegar a1 extren~o vi aguas arriba del tramo simple en 
cuestibn. En ese caso hay dos posibilidades: que se haya llegado a 
un extremo abierto o a un extremo cerrado que pertenece a un nodo 
de afluencia €vi - vj, vi}. En el primer caso falta completar con 
la ecuacibn 
-A A .  )/A 
X'Ai,3,i i.2.r rri i.i.i 
donde x=AZi o x=AQi, segh la condicidn de contorno aguas arriba 
sea Q o Z conocido, respectivamente. 
En el segundo caso, la ecuaci6n (43.i-1) permite calcular AQi. 
Como AZi=AZi-i=AZ., usando (43. i-2) se puede ascender por ese 
J 
tramo tambign. Una vez recorrido "aguas arriba" (o sea, en el 
sentido del drbol), todos 10s tramos que sean necesarios, se 
llegard a v., y se repite el procedimiento. Es decir, dada una red 
J 
fluvial arborescente, discretizada en la forma indicada, con n 
puntos de discretizacibn, si se excluye la pusibilidad de divisibn 
por cero, se puede resolver el sisterria linealizado de las 
ecuaciones de Saint-Venant con un rn&todo inrplicito de "caja de 
cuatro puntos" usando esencialmente la misma memoria de 
computadora y ndmero de operaciones que para un tramo simple que 
conste de n puntos. 
Exhibiremos ahora  un ejemplo s e n c i l l o  para  a c l a r a r  
procedimiento u t i l i z a d o .  Sea un tramo (xi,x2,x,) que desemboca en 
un cauce d i s c r e t i z a d o  como (x4 ,  x5, x6, x7 , xa , x9) e n t r e  10s puntos 
X6 
Y X7, o s e a  10s tres tramos son: ( x J x J x J  (x4,x5,x6) y 
(x7,xg,x9) ,  s iendo  (xi,x2,x,) e l  tramo a f l u e n t e ,  (x4,x5,xb)  e l  
tramo simple d e l  cauce p r i n c i p a l  aguaa a r r i b a  de l a  de~emhucadura 
d e l  a f l u e n t e  y (x7,x,,x9) e l  tramo d e l  cauce p r i n c i p a l  aguas aba jo  
de la desembocadura d e l  a f l u e n t e  ( v e r  f i g u r a  9 ) .  
Entonces e l  s i s tema l i n e a l  en cada paso de tiempo quedarA 
(suponiendo l a s  s i g u i e n t e s  condiciones  de  contorno:  cauda l  
conocido en 10s dos extremos aguas a r r i b a  - xl y x4 - y n i v e l  
conocido en e l  extremo aguas aba jo  xp): 
que se t r i d i a g o n a l i z a ,  como ya hernos v i s t o ,  como 
Y analogamente, e l  bloque compuesto por  e l  tramo (x4,xS,xb)  se 
t r i d i a g o n a l i z a  
Y e l  bloque compuesto por e l  tramo (x7,xa,x9)  se t r i d i a g o n a l i z a  
Tomemos el primer bloque. Restando recurrentemente cada fila, 
multiplicada convenientemente, de la siguiente, para que se anule 
el Qnico tkrmino de la derecha de la diagonal principal, se 
obtiene, con la notaci6n de (42) y (43) 







Pero dado que AQ3+AQ6=AQ7 y AZ3=AZ6=AZ7 , por las condiciones de 
compatibilidad de Stoker, se tendrA 
es decir 
con 
A2z6=A222 /A2 i2+A225 /AZi5  
A236=A232/Az12+A235/A2iS 
y el tercer bloque se escribe 
de donde se puede seguir triangulando a partir de A que estA 
sobre la diagonal principal, lo que permite ir anulando el termino 
a la derecha de la diagonal principal que hay en cada una de las 
f ilas subsiguientes . 
La matriz final obtenida no es exactamente bidiagonal (en el 
sentido de tener solo valores sobre la diagonal principal y la 
diagonal inmediata superior) pero su estructura es muy simple: 
y no tiene mAs de dos elementos no nulos en cada fila. 
Para n puntos de discretizacibn, con m tramos simples, t nodos 
de afluencia y s extremos aguas arriba (siempre hay un solo 
extrerno aguas abajo, la r a i z  del arbol) el nomero total de 
incognitas es 2n-(s+l) que es, por supuesto, el orden de la 
matriz. Sin embargo, desde el punto de vista de la programacion 
del modelo, es mAs sencillo f y  no influye sustancialmente en la 
memoria) tomar como incbgnitas directamente 2n. Con el mismo 
criterio, la memoria necesaria para resolver Ax=b en cada paso de 
tiempo es la correspendiente a 10s s=l, 2; 1-1, . . . 3 ;  i 
todos 10s puntus de discretizaci6n Ademas se necesitan 10s diez 
coef icientes A L ,  BL 1 ,  5 s i n  distincibn de punto de 
discretizacidn pues se usan para calcular 10s , Y DLi nada 
mAs, y esos C D se pueden almacenar en 10s propios AL, BL, 
L ' L,L 
que no se vuelven a usar en su forma original. Se requieren 
entonces 6n+10 palabras de cornputadora, o sea aproximadamente 6n.  
En cuanto a1 nGmero de operaciones, serA a lo sumo (sin contar 
las necesariae para calcular 10s coeficientes de cads fils de la 
matriz) : 
1) 1 divisibn y 7 sumas y multiplicaciones para cada punto d e  
discretizacibn vL para 'tridiagonalizar la matriz si vi no es 
extremo aguas abajo de ningan tramo simple, o sea 8(n-m), donde m 
es el n6mero de tramos simples. 
2) A lo sumo 4 sumas y multiplicaciones y 2 divisiones para 
cada uno de esos puntos para triangular la matriz, o sea 
6(n-m) = 6n-6m. 
3) 4 divisiones mas dos sumas para cada nodo de afluencia para 
completar la triangularizacihn, o sea 4t (despreciamos las sumas). 
Si consideramvs que la divisidn demanda much0 mAs tiempo que la 
multiplicaci6n, podemos ,decir en lugar de la cifra anterior, dos 
divisiones, mAs cuatro multiplicaciones, m5-s dos sumas. 
4) 1 divisibn y una suma y multiplicaci6n por variable en el 
barrido ascendente, o sea a lo sumo 2n-s-I sumas y 
multiplicaciones y 2n-8-1 divisiones , es decir, 4n-2s-2 
operaciones . 
Esto hace un total del orden de 18n + 4t operaciones, o, 
separando divisiones, 5n + 2t divisiones y 13n + 4t sumas y 
divisiones. 
Tanto las estimaciones para la memoria corno las estirnaciones 
para las operaciones son similares a las obtenidas en la seccibn 7 
para tramos simples de la misma cantidad de puntos de 
discretizacidn. 
1 1.  COMPARACI VN DE RESULTAfzOS ANAL1 T I  COS' CON NUMERI COS 
I n t e r e s a  ensayar  e l  esquema de Preissmann p a r a  una cuenca 
f l u v i a l  con e s t r u c t u r a  a rbo rescen te  l o  su f i c i en t emen te  s imple  como 
pa ra  t e n e r  pa ra  e l l a  so luc iones  t e d r i c a s  e x p l i c i t a s ,  y poder 
entonces  comparar 10s r e s u l t a d o s  t e d r i c o s  con 10s r e s u l t a d o s  
obtenidos  mediante e l  mktodo num&rico. Demostraremos entonces  en  
pr imer  l u g a r  un teorema que asegura  que,  en regimen s u b c r i t i c o ,  e l  
s i s t ema  de red  f l u v i a l  a rbo re scen te  con c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s  
t i e n e  so luc ibn  dando una condicidn de contorno p a r a  cada extremo 
a b i e r t o .  E s t e  r e s u l t a d o  nos g a r a n t i z a  en c i e r t o  s e n t i d o  e l  uso de 
l a s  condiciones  de contorno pa ra  r edes  f l u v i a l e s  con ecuaciones  
c a s i l i n e a l e s  , por  genera l izae i*n .  
T E O R E U :  Sea una red f l u v i a l  a rbo re scen te .  Entonces e l  problem2 
s iendo  w = (u, hit 
mat r i z  de 2 x 2 con c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s  y con au tova lo re s  
r e a l e s  A%= U - r n  < 0 < At = U + m  generada "congelando" 10s 
c o e f i c i e n t e s  de l a  mat r iz  de las  ecuaciones  ( 3 )  de aguas poco 
profundas;  con condic iones  i n i c i a l e s  
w (X) = W ( X , ~ )  
0 .  
con condiciones  de  contorno 
en cada uno de 10s extremos a b i e r t o s  xL de l a  r e d ;  y con 
condiciones  de compat ib i l idad  
en cada uno de 10s nodos de confluencia (xi,xj,xk) tiene solucibn 
hica dos veces derivable en ambas variables en cada tram0 simple 
que constituye la red fluvial, siempre que w y fL (para todo L) 
Q 
sean dos veces derivables, y bieL Y b 
2.L 
sean variables binarias 
0/1 tales que su suma de 1. La solucibn existe para todo t > 0. 
Sea A=S-'AS, con A matriz diagonal de 10s autovalores y S=(s. ) 
L.J 
matriz de transformacibn de A en A. Sea y=(v,z) tal que w = S y .  El 
problema ( 4 9 1 ,  ( 5 0 ) ,  (51), (52) equivale entonces a1 problerna de 
encontrar la soluci6n de 
con condiciones iniciales 
-f 
y*(x) = Y(x,U~ = S w*lx) ( 5 4 )  
condiciones de cuntorno 
bL.Sy(xL,t)=c L .y(xL,t)=c vtxL,t)+cZ,,z(xL,t)=fL(t) ( 5 5 )  
1.L 
y condiciones de compatibilidad 
sffv(xi, t)+si2z(xi, t ) + ~ * ~ ~ ( x ~ , t ) + s ~ ~ z ( ~ ~ , t ) - s * ~ ~ ( ~ ~ , t ~ - ~ ~ ~ z ( x * , t ~  
= o  
Para 
sea Tm 
cada tranlo simple m de extremos (x , xm ) con xm m 
i 2 i 
< Xm 
2 
> O  tal que xm - A T  < x y tal que xm < xm 
i m m - h2T", , es 
1 2 1 2 
decir, las caracteristicas que llegan a 10s extremos se originan 
en el mismo tramo en el instante inicial. Sea 0 i T = min Tm , y 
m 
sea 0 < t z T. 
Tomernos un punto extremo aguas a r r i b a  xL. Se t i e n e  
Supongamos que c * 0. Definimos v (x , , t )  = vo(xL-hit) ,  que 
2,L 
e s t A  en e l  mismo tramo s imple  pues t < T ,  y por  l o  t a n t o  
z(x,,t)=(f,(t)-ci,,v(xL,t))/c,,,. Sea ahora  e l  extremo a b i e r t o  
aguas aba jo  x,. Se t i e n e  
y de f in i endo  
obtenernos tambikn e l  v a l o r  de  v ( x B , t )  , siempre que c * , ~  0.  
Dejaremos para e l  f i n a l  la demostracibn de que cZ,, f 0 s i  x, es 
un extremo a b i e r t o  aguas a r r i b a  y c * 0 s i  xB e s  e l  extremo $3 
a b i e r t o  aguas aba jo .  
Sea ahora  un nodo de a f l u e n c i a  {xi,xJ,xk}, donde xi y x.  son 
J 
extremos aguas abajo de tramos s imples  mi,  m .  a f l u y e n t e s  a 1  tramo 
J '  
mk cuyo extremo aguas a r r i b a  es xk.  Definimos z ( x i , t )  - 
z,(xi-Xzt), z ( x j , t )  = zo(x . -h2 t ) ,  v ( x k ,  t )  = vo(xk-h t t ) ,  y ,  como t 
J 
< T ,  xi-\ t ,  x.-h2t ,  y xk-X=t per tenecen ,  respec t ivamente ,  a 
J 
10s tramos simples mi, m j' y mk. Pasando 10s terminos  que 
cont ienen  como f a c t o r e s  a z(xi ,  t )  , z ( x j , t )  y v ( x , , t )  a1 l a d s  
derecho de l a s  igualdades  ( 5 6 ) ,  se t ienen d e f i n i d a s  v ( x i , t )  
v ( x j J t )  y z ( x k , t )  siempre que la  rnatr iz 
no sea s i n g u l a r .  Supondremos t a m b i h  por  ahora  que D no es 
s i n g u l a r .  
Sea ahora x i n t e r i o r  a  un tramo s imple .  Entonces puede p a s a r  l o  
s i g u i e n t e :  
al) x-hit pe r t enece  a 1  tramo s imple  m .  En ese c a s o ,  se d e f i n e  
v ( x ,  t )=v,(x-hat) .  
a2) Exi s t e  ti t a l  que 0 < ti < t y t a l  que x B -x = h l ( t i - t ) ,  
s i endo  xe e l  punto extremo aguas a b a j o  d e l  tramo s imple  m .  En e s e  
ca so  t i = t i l x , t )  = (xB-x)/Xi + t , y se d e f i n e  v ( x , t )  = v ( x B , t k ) ,  o  
sea 
s i  e l  extremo e s  e l  extremo a b i e r t o  aguas aba jo  y 
donde x, pe r t enece ,  como extremo aguas aba jo ,  a 1  nodo de a f l u e n c i a  
{x,,xj,xk1 y 10s ril son 10s elementos de  l a  primera f i l a  d e  l a  
ma t r i z  i nve r sa  de I). ( S i  e l  nodo de con f luenc ia  e s  { x ~ , x ~ , x ~ + ~ }  l a  
demostracihn es l a  m i s m a  pero con 10s elementos rZi , rZ2 y rZ3 de 
l a  f i l a  2 de D-' y e l  cor respondien te  t&rrnino de l a  derecha de l a  
i g u a l d a d ) .  
b l )  x-XZt per tenece  a 1  tramo s imple  m. En e s e  c a s o ,  se d e f i n e  
Z ( X ,  t ) = z 0 ( x - h 2 t ) .  
b2) E x i s t e  tz t a l  que 0 < tZ < t y t a l  que xL-x = h z ( t , - t ) ,  
s i endo  x, e l  punto extremo aguas a r r i b a  d e l  trarno s imple  m .  En e s e  
caso tambihn t 2 = t Z ( x ,  t ) = ( x L - x ) / h 2 + t  y se d e f i n e  z ( x ,  t )  en forma 
anAloga a l a  usada en a ) .  
E s  inmediato q u s  v y z asi  d e f i n i d a s  cumplen l a s  ecuaciones  
00 d i f e r e n c i a l e s  (53)  -pues ti y tz son func iones  C de x  y de t en 
un en torno  conveniente- ,  l a s  'condiciones  i n i c i a l e s  (54), l a s  
condiciones  de coritorno (55 )  y las condic iones  de compat ib i l idad  
( 5 6 ) ,  o s e a  e l  problema e s t A  r e s u e l t o  en  e l  i n t e r v a l o  O i t 5 T .  Pero 
tomando ahora  como condic iones  i n i c i a l e s  yo(x)=y(x,T), se puede 
ex t ende r  l a  so luc i6n  a1 i n t e r v a l o  temporal  Tlt52T, y asi 
sucesivamente .  
Sa10 nos queda po r  demostrar  que e fec t ivamente  cZL # 0 s i  xL e s  
extremo a b i e r t o  aguas a r r i b a ,  c * 0 s i  xB e s  e l  extremo a b i e r t o  
1.B 
aguas a b a j o ,  y l a  mat r i z  D t i e n e  i n v e r s a  
L a  mat r i z  S es 
b . S  (biL~-bzL- , b1,H+bZL- ) y ninguna de s u s  
L L 
componentes es 0 ,  pues las bi, son v a r i a b l e s  b i n a r i a s  una de 
c u a l e s  v a l e  1 y l a  o t r a  0 .  
Finalmente ,  l a  mat r i z  D serA 
dos 
l a s  
cuyo de te rminante  es - 3 g ~ '  # 0 .  Con e s t o  queda demostrado e l  
teorema . rn 
Obs&rvese que la demostracidn es en realidad mAs general: basta 
que A ,  S y b Sean tales que: 
i) A tenga autovalores reales XI < 0 < hZ; 
ii bIBsii + bZBSZl # 0 si xB es extremo abierto aguas abajo; 
iii) bPLs12 + b 2 z Z Z  * O si xL es extremo abierto aguas arriba; 
iv ) 
Esto nos servirA para el ejemplo que se darA a continuaci6n, en 
el que, por razones de simplicidad, usaremos A dada por 
S estarA dada entonces por 
y se comprueba inmediatament+e que se cumplen las condiciones i) a 
iv) arriba enunciadas. 
Se utiliza entonces, para una cuenca fluvial, el sistema 
simplificado cuya matriz A es la dada por (57). El motivo de usar 
este sistema sencillo es que para k1, cuando 6=1/2 y At=Ax, La 
soZuci~n anaLLtica coincide con La sol?lci&n numE'ricadada por eL 
esquem de Preissm-n, lo cual permite validar 10s resultados. 
Esto es inmediato si se observa que cuando el dominio de 
dependencia de un punto (x,t) esta contenido en el tramo simple a1 
t t 
cual pertenece x vale, para (h,u) = S w  S(wI,wZ) 
con wl(x, t )=wi(x+t ,  0 )  y w2(x, t)=w,(x-t ,  0 ) .  De aqui se  deduce que 
que l a  so luc ibn  a n a l i t i c a  co inc ide  con l a  nurn6rica pa ra  
W 1 ~  W2 
(siempre que =1/2 y A x = A t ) ,  y por cons igu ien t e  para  h y u .  
L a  red a u s a r  s e r a  l a  ind icada  en l a  f i g u r a  1 0 ,  s i endo  10s 
v a l o r e s  xi 10s ind icados  en e l  cuadro 1, con l a s  s i g u i e n t e s  
condiciones  i n i c i a l e s  y de  contorno:  
a> Condicicmes iniciales: 
Tramos 1 a 4 y 13 a 19: 
u ( x , O ) = l 0  + cos  x  
h ( x , O ) =  6 + sen  x  
Tramos 5 a 8 y 9 a 12: 
u ( x , 0 ) = 5  + 0 , 5  cos x 
h ( x , 0 ) = 6  + 0 , s  sen x 
Tramo 20 a 35: 
u ( x , 0 ) =  20 + 2 cos  x 
h(x ,O)=  6 + 2 sen x 
Cuadro 1 
Caclrdenadas esvaciales de JLSL P- de discretizacibn 
Nodo Cmrdenada e m a c i d  
La soluci6n exacta del sistema diferencial (57) con estas 
condiciones iniciales y de contorno es: 
En 10s tramos 1 a 4 y 13 a 19: 
u(x,t)=l0 + (cos t - sen t) cos x 
h(x,t)= 6 + (cos t + sen t) sen x 
En 10s tramos 5 a 8 y 9 a 12: 
u(x,t)= 5 + 0,5 (cos t - sen t) cos x 
h ( ~ , ~ ) =  6 + 0,5 (cos t + sen t) sen x 
En el tramo 20 a 35: 
u(x,t)=20 + 2 (cos t - sen t) cos x 
h(x,t)= 6 + 2 (COS t + sen t) sen x 
La soluci6n num6rica segdn el esquema de Preissmann para 8=1/2 y 
At=Ax deberia coincidir con la soluci6n analitica, como ya 
comentamos,y esto es exactamente 10 que sucede. En el cuadro 2 se 
muestra la solucihn segan el modelo arborescente, que coincide con 
la analitica, como se comprueba inmediatamente: 
Cuadro 2 
A l t , u r a L h l E  ye 3 ocldad &I- GXL d i ~ t  intos pur~totci 
discr tizaci6n para c o r r i h  c k l -  modeh lineal, sim~llfx . . e cad0 
a e = U  AL=Ax=n/& 
Nodo 6 Nodo 15 Nodo 27 Nodo 34 
t h v h v h v h v 
Nota: Se indican las soluciones cada 3 intervalvs de tiempo. 
Los coef i c i e n t e s  AIL, A Z L ,  A3L, Abi,  ASi ,  Bli , BzL,  B 3 L ,  B 4 L ,  Bfir 
p a r a  e l  esquema s i m p l i f i c a d o  
L a  v e r i f i c a c i d n  de que e l  esquerna es e s t a b l e  solamente s i  6 2 1 / 2  
e s  inmediata :  co r r i endo  e l  mismo modelo con l o s  misrnos i n t e r v a l o s  
e s p a c i a l  y temporal ,  pero con 8 = 1 / 4 ,  e l  mismo se i n e s t a b i l i z a  
rapidamente:  a1 i n t e n t a r  pasa r  d e l  tiernpo n a1 tiernpo n+n/6 ya s e  
o b t i e n e  una a l t u r a  nega t iva  y se in terrumpe e l  p roceso .  En e l  
cuadro 3 s e  observan 10s r e s u l t a d o s  ob ten idos  p a r a  10s t iempos n/2  
y l en 10s mismos puntos que en e l  cuadro 2 :  
Cuadro 3 
V e r i f i c a c i h n  de la i n e s t a b i l i d a d  sistema p a r a  e < U  
En e l  paso de tiempo s i g u i e n t e  s e  hace nega t iva  l a  a1tuz-a en e l  
punto 23 y e l  prograrna se interrumpe.  
I n t e r e s a ,  pa ra  a n a l i z a r  l a  a tenuac ibn  y d i s p e r s i o n  de l a  onda 
s i n u s o i d a l  generada,  observar  e l  comportamiento de  l a  s imulacidn 
con d i s t i n t o s  v a l o r e s  de e 2 1 / 2  pa ra  At#Ax. Se a n a l i z a r a n  ahora  
r e s u l t a d o s  pa ra  d i s t i n t o s  v a l o r e s  de 9 y de r=At/Ax. Dado que e l  
problema que analizamos e s  e l  d e  una red  a r h o r e s c e n t e ,  pa ra  mayor 
c l a r i d a d  en 10s grAficos  observarernos l a  onda t e b r i c a  y l a  onda 
numerics en e l  i n s t a n t e  t = 2 n ,  en que se cumple un per lodo  de 
cAlculo,  pa ra  d i s t i n t o s  c a s o s ,  pero en e l  "tramo p r i n c i p a l "  d e l  
modelo, o  s e a ,  en e s t e  c a s o ,  en e l  tramo e n t r e  10s puntos de 
d i s c r e t i z a c i d n  20 y 3 5 .  No se e f e c t u a r a  ningQn a n h l i s i s  t e d r i c o  de  
10s problemas de a tenuac ibn  y d i s p e r s i d n ,  pues han s i d o  
e s t u d i a d o s ,  en p a r t i c u l a r  por Cunge; i n t e r e s a  solamente c o n s t a t a r  
que esos fenhmenos s e  r e p i t e n  en e l  caso  de una red  a r b o r e s c e n t e .  
a) Distintos valores de r para e=f./2. 
E l  cuadro 4  compara a l t u r a s  t e d r i c a s  ( 0 ,  l o  que es l o  mismo, con 
r=l) en e l  i n s t a n t e  t = 2 n  en e l  tramo s imple  e n t r e  10s puntos  20 y 
35 con al t ,uras  c a l c u l a d a s  con r=0,5 y 1 , 5  ( o  s e a ,  respec t ivamente ,  
con dt=R/12 y n / 4 ) .  La f i g u r a  11 g r a f i c a  e sos  r e s u l t a d o s .  
Cuadro 4 
C o m ~ a r a c i i n  b a l t u r a s  t e i r i c o s  del modelo s i m ~ l i f i c a d o  
a l t u r a s  con r = 1 / 2  y 3 / 2  para t3=1/2 en d i n s t a n t e  t=2R 






r=1/2 3,950 4,156 4,890 5 ,833  6,887 7,596 8 ,000 
Tebrica 4 ,  000 4 ,  268 5 ,  000 6 ,  000 7 , 000 7  , 732 8 ,  O O O  
r=3/2 4,239 4,484 5,297 6 , 2 8 0  7,149  7 ,848  8 ,000 
Se observa que l a  onda s e  a tenoa  a l g o  pa ra  r = 3 / 2  y s e  empunta 
pa ra  r=1/2.  
b) Distintos vaLores de e con r = 4 .  
E l  cuadro 5 compara a l t u r a s  t e h r i o a s  ( e=1 /2 )  con a l t u r a s  
ca l cu l adas  pa ra  9=2/3 y 1 en 10s mismos puntos  de  d i s c r e t i z a c i d n  
que a n t e s ,  con r = l .  La f i g u r a  12 g r a f i c a  e sos  r e s u l t a d o s .  
Cuadro 5 
Com~aracidn a l t u r a s  t e c l r i a  d d .  m u .  sBHLPllflcacb . . G s a  
a l t u r a s  eS&3 y 1 con rzl en d i n s t a n t e  t x n  
p a r a  puntos d.e d i s c r e t j s a c i b n  2fl a 3 5  
Tearicas 4,C)OO 4,268 5,000 6,000 7,000 7 ,732 8,C)00 
6=2/3 4,434 4,414 4,783 5,494 6,409 7,322 8,000 
e= 1 4,900 4 ,788  4,915 5 ,338 6,061 7,007 8,000 
Se puede observar  en l a  f i g u r a  1 2  que se produce e l  mismo 
fendmeno que para  tramos s imples :  l a  onda s e  a t e n a a ,  y l a  
a tenuac idn  es mayor con 9 mayor. 
Analogamente, comparando l a  curva t e b r i c a  con l a  ca l cu lada  para  
r=l y 8=2/3 y 1, se observa s i m i l a r  a tenuac ibn ,  como puede v e r s e  
en e l  cuadro 6 y en l a  f i g u r a  13: 
Cuadro 6 
Comuaracibn e n t r e  a l t u r a s  t e b r i c a s  Y. ca l cu l adas  pa ra  6=2/3 
E Q=1 Ir=l') m r ~  t i e m ~ o s  entre. B y 2n e a  puntos  d~ 
d i s c r e t i z a c i d n .  P 22. 
Punto 27 
Ted~ica e=2/3  
Punto 20 
Tiempo Tebrica 6=2/3 
Se inc luyh  en e l  cuadro e l  punto 20,  que per tenece  a  un nodo de 
a f l u e n c i a ,  que t i e n e  un a j u s t e  e x c e l e n t e  (dado que es un punto de  
v a l o r  c o n s t a n t e ,  l a  a tenuac idn  a l l i  co labora  en me j o r a r  e l  
a j u s t e ) .  L a  a tenuac ibn  de l a  onda c r e c e  con e, como en e l  caso  
unidimensional  e s tud iado  por  Cunge [1966],  y  corn0 ya  vimos. 
No s e  i n s i s t i r A  m A s  sob re  e l  n~etodo de Preissmann a p l i c a d o  a 
redes  a rbo rescen te s  con e l  esquema l i n e a l  s imp l i f  i cado  , dado que 
s d l o  i n t e r e s a b a  cornprobar en a lgunos casos  que s e  mantienen l a s  
c a r a c t e r i s t i c a s  que Cunge a n a l i a 6  para tramos s imples .  
Anal izaren~os ahora  exper in~entos  n u e r i c o s  con e l  esquema propuesto  
y con e l  s isterna c a s i l i n e a l  no homog4neo ( I ) ,  (2), ( 1 0 )  y ( 1 2 ) .  
1 2. EXPERI MENTOS NUMERI COS CON REDES FLU- ALES ARBORESCENTES 
Se describiran a continuacibn una serie de experimentos 
numkricos desarrollados en una red fluvial compuesta por un rio y 
un afluente, de caracteristicas que se indican mhs abajo. La red 
fluvial se muestra en la figura 14, y sus caracteristicas se 
detallan en el cuadro 7: las secciones transversales discretizadas 
son trapeciales, y se dan el ancho de fondo, en metros, y el ancho 
a otro nivel (10 metros por encima del nivel del fondo, en este 
caso). Si bien en este caso parece mAs intuitivo dar el "talud 
medio" (prumedio de taludes a izquierda y derecha), el programa 
cornputacional e s t A  preparado para interpolar linealmente anchos, 
para secciones transversales irregulares, y por consiguiente se 
dan pares de puntos de tablas nivel/ancho. Para esos mismos 
niveles se dan 10s valores correspondientes de coeficientes de 
3 
conduccibn, con lo cual se interpolan dichos coeficientes . 
Cuadro 7. 
Punto de Coordenada Tabla de Anchos Areas Coef. de  
d i s c r  . e s p a c i a l  x n i v e l e s  co r r e sp .  c o r r e s g .  cond. c g r r e s p .  
( en  K m )  (en m )  ( e n  m )  ( e n  m ) (en m / s )  
Nota: Las t a b l a s  de Areas se ind ican  pa ra  c l a r i f i c a r  l a s  
dimensiones d e l  modelo; naturalmente  son ca l cu l adas  por e l  
programa computational. 
E l  modelo, en resumen, cons t a  de  un a f l u e n t e  pequeKo pero  con e l  
doble  de  pendien te  de  fondo que e l  cauce p r i n c i p a l  (2 /10000)  y un 
tramo p r i n c i p a l  de pendien te  1/10000 que aumenta s u  s ecc idn  
t r a n s v e r s a l  despuks de l a  desembocadura d e l  a f l u e n t e  ( e n t r e  l o s  
puntos  1 0  y 11). 
Uno de 10s problemas t k c n i c o s  mas d i f i c i l e s  en modelos f l u v i a l e s  
r e a l e s  es encon t r a r  condiciones  i n i c i a l e s  r azonab le s .  L o  i d e a l  e s  
comenzar con condiciones  i n i c i a l e s  de  f l u i d o  e s t a c i o n a r i o ,  en cuyo 
caso  las ecuaciones  de  Saint-Venant (1) quedan ( igua lando  a 0 l a s  
az de r ivadas  - Y -  
a t  
aQ 
a t  
&=cons t a n t e  
ecuaciBr1 d i f e r e n c i a l  o r d i n a r i a  llamada ecuacibn de l a  curva de 
remanso. En l u g a r  de implementar un mbdulo computacional con una 
so luc idn  numkrica de d icha  ecuacidn (que pa ra  e l  modelo 
a rbo rescen te  dehe r euo lve r se  ten iendo  en cuen ta  d ick~a  
a rbo rescenc ia ,  o s e a  por  ejemplo a p a r t i r  de l a  condic ien  i n i c i a l  
conocida Z(xL) re t roced iendo  h a c i a  aguas a r r i b a )  s e  puede u s a r  e l  
programa gene ra l  forzando una e s t a b i l i z a c i h n  manteniendo 
cons t an t e s  l a s  condiciones  de contorno du ran te  un tiernpo 
su f i c i en t emen te  prolongado.  S i  b i en  e v i t a r  e l  uso de un 
procedimiento para r e s o l v e r  numericamente una ecuacidn d i f e r e n c i a l  
o r d i n a r i a  no es una v e n t a j a  impor tan te ,  si l o  e s  e l  hecho de que 
d e  este modo se l l e g a  a 1x1 e s t a d o  e s t a c i o n a r i o  " l o  m a s  parec ido  
p o s i b l e "  a1 de l a s  condiciones  i n i c i a l e s  o r i g i n a l e s .  Es to  es 
exaetamente l o  que se h izo  en e s t a  opor tun idad ,  con las  s i g u i e n t e s  
condiciones  i n i c i a l e s  que no r ep re sen tan  una s i t u a c i d n  
e s t a c i o n a r i a :  
Cuadro  8 
Condl clone& . . ~ ~ l l c ~ a l e ~  . . .  para lleerar a una situacicSfn estacj 0-
Punto Q ( m 3 / s )  z (m) v (m) 
(V indica la velocidad). 
Tomando como condicidn de contorno caudal en 10s dos extremos 
aguas arriba igual a 310 y 540 m3/s, respectivamente, y nivel en 
el extremo aguas abajo igual a 100 m y  constantes durante varios 
dias, con intervalos temporales At=l dia, se llega a las 
siguientes condiciones estacionarias (el n~mero de dias necesario 
depende del e usado: a mayor e, mAs rapida la estabilizacibn; por 
consiguiente, para este tip0 de experiment0 conviene tomar @=I, 
que produce la rnAxima atenuacibn, lo que favorece la 
estabilizaci6n): 
Cuadro 9 
C o n d l c ~  on , . . . .  e a t a c i o n a r i ~  es yrcl-  0 
Punto 62 ( m 3 / s )  z (m> V (m) 
E s  i n t e r e s a n t e  observar  l a  curva d e  "velocidad de convergencia"  
a 1  regimen e s t a c i o n a r i o  (es d e c i r ,  narnero de  d i a s  n e c e s a r i o s  p a r a  
l l e g a r ,  en  e l  modelo, a v a l o r e s  e s t a c i o n a r i o s  de l a s  v a r i a b l e s )  en 
funcibn d e l  v a l o r  d e l  "parAmetro de  imp l i c i t ud"  e usado. Se 
indican en e l  cuadro 10 y en l a  f i g u r a  15.  A t  es 1 d i a .  
Cuadro 1 0  
Converaencia a r k ~ i m e n  e s t a c i o n a r i ~  en b n i b n  b e 
Tiempo ( en  d i a s )  en  e l  que se produce e s t a b i l i z a c i b n  
i n e s t a b l e  
i n e s t a b l e  
o s c i l a  
Puede aqul observarse que para e=2/3 pueden producirse 
inestabilidades, pese a que la teorfa para sistemas lineales 
indica que el esquema de Preissmann es estable para e 1 / 2 .  
Con estas nuevas condiciones iniciale~ obtenidas se realizaron 
diferentes pruebas. En primer lugar, se realiz6 un experiment0 de 
consistencia, en el cual se repitid una corrida de computadora 
cambiando las condiciones de contorno, es decir, en la segunda 
corrida se reemplazaron las condiciones de contorno de la primera 
(caudal aguas arriba en 10s dos puntos extremos y nivel aguas 
abajo) por 10s valores calculados de la otra variable (nivel aguas 
arriba en 10s dos puntos extremos y caudal aguas abajo). Los 
resultados debian ser igualea, y lo fueron, como se ve en el 
cuadro 11. Las condiciones iniciales fueron las obtenidas en la 
corrida de estabilizacihn, y las condicidnes de contorno 
consietieron en disminuir linealmente a 10 largo del tiempo 10s 
caudales de ingreso al afluente y aumentarlos en el cauce 
principal, y elevar el nivel aguas abajo. Las correspondientes 
condiciones de contorno se indican en el cuadro 12. Se us6 
6=0,85. 
Cuadro 1 l 
Estado modelo &az d M. ~ a r a  c o r r i d a s  
=ndj ciones contorno intercarnblcidas . r . 
A M  d i a .  6=0.85 
Punto Corr ida  1 Corr ida  2 
Cuadro 12 
I Condlclonm . . k contorno para lais corridaa 1 y 2 M Cuadro U 
Corrida 1 Corrida 2 
Z5 
(m) 
Nota: Los valores correspondientes a la corrida 1 entre 10s 
instantes 1 y 18 se interpolaron linealmente respecto de 10s 
valores extremos. 
Se puede observar que la coincidencia es excelente. 
Por bltimo, se llevaron a cab0 varias corridas de computadora 
que responden a ciertas situaciones reales para las cuales el 
modelo es particularmente util, que pasamos a enumerar: 
3) E l  extremo a b i e r t o  aguas a r r i b a  d e l  a f l u e n t e  se " c i e r r a " ,  e s t o  
es, d e j a  de  a p o r t a r  cauda l ,  y e l  a f l u e n t e  r e c i b e  o e n t r e g a  agua 
seghn aumente o disminuya l a  en t r ada  de  cauda l  a1 extremo aguas 
a r r i b a  d e l  cauce p r i n c i p a l .  Las condic iones  de contorno se ind ican  
en e l  cuadro 13. Se us6 8=0,75  y At=6 horas .  (Se p a r t i 6  de las 
condiciones  i n i c i a l e s  a n t e r i o r e s ) .  Aguas aba jo  se cons ide ra  n i v e l  
f i j o  debido,  por  ejemplo,  a que e x i s t e  un embalse r egu lador .  
Cuadro 13 
Cord l r .  lor1 . . es & contorno pa ra  c o r r i d a  3 c a  a f l u e n t e  ce r r ado  
Tiempo 
(ho ras  ) 
Punto 5 
Q ( m 3 / s  
Punto 1 4  
2 ( m )  
Como se puede observar  en e l  cuadro 14 y en l a  f i g u r a  16, s e  
produce un movimiento o s c i l a t o r i o  d e l  agua, que cambia e l  s e n t i d o  




Resultados en puntos L & x fB p m  corrirla Q 
4) Operacibn de un embalse mhs crecida extraordinaria: en este 
caso se supone una operacibn normal diaria de embalse en el punto 
de discretizacibn 5, seguido de una crecida brusca que obliga a 
derivar caudal por el vertedero ubicado en el punto 1. Aguas abajo 
se considera una marea sinusoidal. Se us6 8=0,85 y At=3 horas. Las 
condiciones iniciales se dan en el cuadro 15, y fueron obtenidas 
estabilizando el regimen del rio con su afluente en una corrida 
previa. Obs&rvese el "efecto embalse" en el afluente: el nivel es 
el mismo en 10s cuatro puntos de discretizacidn, o sea no hay 
pendiente de niveles (de "pel0 de agua", en la terminologfa de 10s 
ingenieros hidrAulicos). 
Cuadro 1 5  
Condlclones ~nlclales 4 .  6 , .  corrida & c a  simulacibn k 
embalm ;? verttedero 
Punto Caudal (m3/s ) Nivel (m) 
En el cuadro 16 se dan las condiciones de contorno de la corrida 
4 .  
T i e m p o  
Cuadro 16 
Condlclones 4 6 d c  6- ~ a r a  son- ib B c a n  sjmulac ibn 
h ernbalse E vertedero 
Punto 14 
(horas ) Q ( m 3 / s )  Q ( m 3 / s )  (m) 
En el cuadro 17 se muestran los resultados de la corrida 4 en 
10s puntos de discretizacih 4 y 12 (sobre la desembocadura del 
afluente y un poco mAs adelante en el cauce principal). 
Tiempo 
(horas) 
Cuadro 1 7  
eau a os &z Lz ccrrrida 4 en b puntots 4 E L2 
Punto 4 Punto 12 
(m) Q (m3/s) z (m) Q (m3/s) 
Por dltimo se realizaron pruebas para determinar el tiempo de 
cAlculo, minimizando el acceso a archivos perif&ricos y de 
impresibn, en la computadora personal TOSHIBA 3100 en la que se 
implementaron 10s modelos. Se obtuvo, para la red de 14 puntos 
antes descripta, un intervalo de aproximadamente 0 , 3 7  segundos por 
intervalo At de discretizacibn. 
Con esto queda concluido el anAlisis de las estructuras 
fluviales arborescentes. En la tercera parte de este trabajo 
analizaremos las estructuras fluviales deltaicas. 
TEKCERA PARTE 
1 3. REDES F L W I  ALES DELTA1 CAS 
Una red fluvial compleja con estructura deltaica es una red en 
la cual ademas de afluentes puede haber efluentes, bifurcaciones 
que se cierran (por ejemplo, un tramo de rio que se abre en dos 
por tener una isla en el medio, o directamente un delta, como el 
del rio Paranh, si se lo quiere modelizar unidimensionalmente), 
etc. Por ejemplo, la red indicada en la figura 7. Los conceptos de 
tramos simples, tramos simples discretizados, etc., tienen una 
generalizacidn obvia a estas redes, e introducimos en forma 
natural la definicidn de mdo de eftuencia para una terna de 
puntos de discretizacibn {vi, v., vk} tal que ahora puede indicar 
J 
que el tramo simple cuyo extremo aguas abajo es vi se bifurca en 
dos tramos simples cuyos extremos aguas arriba son v. y vk . Nodo 
J 
de confluencia indicarB un nodo de afluencia o un nodo de 
efluencia. 
En este caso tarnbi&n valen, por supuesto, las ecuaciones de 
compatibilidad de Stoker (12) en 10s nodos, y habrA eventualmente 
un ndmero mayor que uno de extremos abiertos aguas arriba con 
condicibn de contorno dada, y tambih un ndmero eventualmente 
mayor que uno de extremos abiertos aguas abajo. 
La esencia del m&todo descripto para redes arborescentes es que, 
gracias a la estructura arborescente de la red fluvial, se puede 
triangular completamente la matriz del sistema. Tal posibilidad no 
existe cuando se modelizan redes fluviales con estructura 
deltaica, es decir, donde hay bifurcaciones que se cierran (por 
ejemplo, un tramo de rio que se abre en dos por tener una isla en 
el medio, o directamente un delta, como el del rio ParanB, que se 
quiere modelizar unidimensionalmente). En este dltimo caso, desde 
el punto de vista de teoria de grafos lo que se tiene es un grafo 
dirigido debilmente conexo sin circuitos, que se precisarA en la 
seccidn 14. Las ecuaciones de compatibilidad entre 10s tramos son 
las ya enunciadas. 
Consideremos como ejemplo la red dada por la figura 17. La 



























y es obvio que la  e s t r u c t u r a  de  la  mat r i z  depende de  l a  t opo log ia  
de  la  r e d .  Se p i~ede  compactar l igeramente  l a  mat r i z  mediante 
manipulaciones a l g e b r a i c a s  g e n e r a l e s ,  po r  ejempln reemplazando AQk 
por  AQ.+AQ o por AQi-AQj (segtm se t r a t e  de  un nodo {vi ,v j ,vk)  
L i  
de a f l u e n c i a  o  de e f l u e n c i a )  en todos  10s pa res  de ecuaciones  que 
corresponds, con 10 c u a l  uno se a h o r r a  una v a r i a b l e  y una ecuacibn 
por  nodo de con f luenc ia ,  y anhlogamente reemplazando AZi y AZ por  j 
AZk, con l o  c u a l  se ahor ran  dos ecuaciones  y dos lncbgn i t a s  por  
nodo de con f luenc ia .  L o  que queda es una ma t r i z  de  orden menor que 
Zn, si  n es e l  namero t o t a l  de puntos  de  d i s c r e t i z a c i b n ;  mhs 
concretamente,  s i  se a p l i c a n  l o s  reemplazos mencionados, y l a  red 
t i e n e  s extremos (aguas  a r r i b a  o aguas a b a j o ) ,  y t nodos de 
con f luenc ia ,  e l  orden de l a  mat r i z  A s e r h  2n-s-3t .  L a  mat r i z  A 
sera r a l a :  habra  f i l a s  con t r e s ,  c u a t r o  y c inco  elementos no nu los  
( l a s  de t r e s  elementos no nu los  corresponden a  pa re s  de puntos  de 
d i s c r e t i z a c i b n  en que un punto es un extremo aguas a r r i b a  o  aguas 
aba jo  y e l  o t r o  es un punto s imple ;  l a s  de  c u a t r o  elementos 
corresponden a p a r e s  de  puntos cor respondien tes  a  puntos  s imples  
-0, eventualmente,  un punto extremo y e l  o t r o  p e r t e n e c i e n t e  a un 
nodo de conf luenc ia - ,  y l a  d e  c inco  ecuaciones  a  un p a r  de  puntos 
con un punto s imple  y e l  o t r o  p e r t e n e c i e n t e  a  un nodo de 
con f luenc ia .  En todos  10s casos  todos  10s elementos de  l a  f i l a ,  
s a l v o  a l o  sumo uno, son c o n t i g u o s ) .  
Se presen tan  entonces  dos caminos pa ra  t r a t a r  de r e s o l v e r  e l  
s i s tema l i n e a l  de manera e f i c i e n t e :  por un l a d o ,  l a s  mat.rices 
r a l a s  t i e n e n  una c a r a c t e r l s t i c a  que s u g i e r e  e l  uso de  m&todos 
iterativos para la resoluci6n de los correspondientes sistemas 
lineales: con metodos iterativos se apravecha L a  raZidczd de La 
matriz (dado que no se modifica) con lo cual se puede optimizar el 
uso de memoria, usando el minimo de memoria compatible con un 
sistema de punteros de armado (y llamado) no demasiado complicado. 
Y tambien es obvio que 10s mktodos iterativos, para estas matrices 
que no son simgtricas, ni diagonalmente dominantes, son muy 
lentos. En particular, para 10s mktodos de tip0 Gauss-Seidel y 
Jacobi, nada asegura ni siquiera la convergencia, dado que. por 
ejemplo, no se puede asegurar la dominancia diagonal. 
Por otro lado, se puede tratar de encontrar una estructura de la 
matriz A que permita una resolucidn por algdn m&todo direct0 en 
forma eficiente, es decir, con economfa de memoria de computadora 
y de tiempo de cAlculo. Este fue el punto de vista adoptado, 
teniendo en cuenta que la estructura de la red fluvial determina 
en principio la estructura de la matriz. Las prdximas secciones 
que componen esta tercera parte del trabajo se dedicaran a 
aaalizar la estructura de la matriz A,  la implementacibn de 10s 
correspondientes programas cumputacionales y las consecuentes 
experimentaciones num&ricas. 
1 4. DI SCRETI ZACI ON DE REDES FLUVI ALES DELTA1 C A S  
Tal como se hizo para redes fluviales arborescentes, se 
formalizaran 10s conceptos a usar en redes fluviales deltaicas 
complejas, a fin de emplear terminologia precisa. Usaremos siernpre 
la terminologla de Christofides [I9751 o Even [1979]. 
Definici6n: Una discretizacian deltaica de una red f2uviaL es un 
grafo dirigido finito G(V,E) tal que 
a) G(V,E) es un grafo dkbilmente conexo sin circuitos. 
b) Los vertices v E V son exactamente 10s puntos de 
discretizacidn de la red fluvial. 
c) Si gr(v), grE(v) y grs(v) indican como antes, 
respectivamente, el grado, el grado de entrada y el grado de 
salida del v6rtice v, vale: 
cl) gr(v) 5 3. 
c2) Si gr,(v) = C) entonces grs(v) = 1. 
c3) Si grs(v) = O entonces grE(v) = 1. 
d) Si gr(vk) = 3 y grE(vk)=2, entonces 6i vi y v son vertices j 
de origen de 10s arcos (vi,vk) y (vjJvk), vale que 10s puntos de 
discretizacihn vi, v. y vk forman un nodo de afluencia {vi,vj,vk] 
I 
en que 10s tramos simples cuyos extremos aguas abajo son vi y v. J 
afluyen a1 tramo simple cuyo extremo aguas arriba es vk ; si por 
el contrario es grs(v,)=2, entonces si vi y vj son vertices de 
destino de 10s arcos (vk,vi ) , (vk ,vj) vale que 10s puntos de 
discretizacidn vk , vi y v forman un nodo de efluencia {vk ,vi,vj} J 
en que el tramo simple cuyo extremo aguas abajo es vk se bifurca 
en dos tramos simples cuyos extremos aguas arriba son vi y v. . 
J 
Reciprocamente, dada una confluencia sobre la cual hay tres 
puntos de discretizacidn vi , v. y vk , si vk es extremo aguas 
J 
arriba de un tramo formado pur la afluencia de dos tramus cuyos 
extremos aguas abajo son vi y v. , valdra que grE(vk)=2 y (vi,vk) J 
y ( v  v,) son arcos de G; y si V, e~ extremo aguas abajo de un 
J'  
tramo que se bifurca en dos tramos cuyos extremos aguas arriba son 
vi Y v. valdrh que grs(vk)=2 y (vk,vi) y (vk,v.) son arcos de G. J J 
e )  Dados dos a r c o s  co ns e c u t i vos  ( v i , v j )  y ( v J , v k )  t a l e s  que 
gr ,(vj)  = g r s ( v J )  = 1 , 10s pun tos  de  d i s c r e t i z a c i d n  
c o r r e s p o n d i e n t e s  e s t h  s o b r e  un cauce  d e  r e d  f l u v i a l  y ,  yendo 
desde  aguas  a r r i b a  h a c i a  aguas a b a j o ,  pr imer0 e s t A  vi , luego  v .  y 
J 
f i na l me n te  vk , y no hay ningrin pun to  de  d i s c r e t i z a c i 6 n  e n t r e  
e l l o s  . 
E s  d e c i r ,  se da a 1  g r a f o  l a  d i r e c c i d n  "desde  aguas  a r r i b a  h a c i a  
aguas  a b a j o " .  Los v e r t i c e s  con g rE (v )=O  serAn extremos a b i e r t o s  
aguas  a r r i b a  d e  l a  r e d ;  10s v k r t i c e s  con g rs (v )=O serAn ext remos 
a b i e r t o s  aguas  a b a j o  de la  r e d .  E l  g r a f o  G' d e  d i r e c c i b n  i n v e r t i d a  
es "desde  aguas  a b a j o  h a c i a  aguas  a r r i b a " .  Un camino d e l  g r a f o  G 
e s  un camino descendente; un camino d e l  g r a f o  G' s e r A  url camino 
azcendent e . 
Como se q u i e r e  mode l iza r  un sistema t i p o  d e l t a ,  se supone que l a  
d i r e c c i b n  d e  10s a r c o s  de  G es l a  d e l  f l u j o  "normal" (recordemos 
que en  e l  c a s o  de  r e d e s  a r b o r e s c e n t e s  habiamos e l e g i d o  l a  
d i r e c c i d n  opuesta a l a  d e l  f l u j o  no rm a l ) .  
Por convencidn,  t a n t o  p a r a  nodos d e  a f l u e n c i a  como p a r a  nodos de 
e f l u e n c i a  (v i ,v . ,vk}  , v ind ica rA un extremo aguas a b a j o  de  
J 
t ramo; s i  e l  nodo es d e  e f l u e n c i a  i n d i c a r a  el extremo aguas  a b a j o  
de t ramo;  vk i n d i c a r 6  un extrerno aguas  a r r i b a  de  t ramo: s i  e l  nodo 
es de a f l u e n c i a ,  ind ica rA eL extremo aguas  a r r i b a ;  v i n d i c a r d  un 
j 
extremo aguas a b a j o  ( s i  e l  nodo es d e  a f l u e n c i a )  o un extremo 
aguas  a r r i b a  ( s i  e l  nodo es de  e f l u e n c i a ) .  Llamaremos extremo 
c e r r a d o  de  t r am a un extremo de tramo s u e  p e r t e n e c e  a un nodo d e  
c o n f l u e n c i a ,  es d e c i r ,  que no es extremo a b i e r t o  de  l a  r e d .  
TEOREMA: Sea una d i s c r e t i z a c i b n  d e l t a i c a  de  una red  f l u v i a l .  Se 
puede en to n ces  e l e g i r  una numeracibn d e  10s puntos  de  
d i s c r e t i z a c i b n  en l a  c u a l  10s nodos de  a f l u e n c i a  y de  e f l u e n c i a  
son de l a  forma v ,  v ,  v }  pa ra  e n t e r o s  i ,  j , donde vL es 
extremo aguas  a b a j o  de  un trarno s imple  y vJ es extremo aguas  
a r r i b a  de  un tramo simple. 
N.B.  : La demostracibn que s i g u e  e s  a l g o r i t m i c a ,  y por  
cons igu ien t e  se puede programar l a  a s ignac ibn  de  l a  numeracibn, 
cuya u t i l i d a d  s e  verA a 1  e s t r u c t u r a r  l a  ma t r i z  A en l a  forma 
deseada g r a c i a s  a e l l a .  
DEMOSTRACION: 
Numeraremos 10s puntos  de  d i s c r e t i z a c i B n  d e l  s i g u i e n t e  modo: 
1) Se toma un extremo a b i e r t o  aguas a r r i b a  . E s t e  e x i s t e ,  p u s  a 
p a r t i r  de un v e r t i c e  c u a l q u i e r a  se puede s e g u i r  un camino 
ascendente  y  en algQn punto se debe l l e g a r  a un extremo a b i e r t o ,  
dado que e l  g r a f o  es f i n i t o  y s i n  c i r c u i t o s  y e l  camino ascendente  
no puede t e rmina r  en un nodo de conf luenc ia :  a e s t e  pe r t enece  a l  
menos un extremo aguas aba jo  de  tramo s imple  y entonces  se podr i a  
s e g u i r  ascendiendo po r  e l  camino. E l  extremo a b i e r t o  encontrado 
s e r A  e l  punto de d i s c r e t i z a c i b n  1. 
2 )  Se numeran 10s v g r t i c e s  consecutivamente s igu iendo  un camino 
descendente ,  a  p a r t i r  d e l  primero,  h a s t a  que e l  camino termina 
(porque e l  g r a f o  es f i n i t o )  en un extremo a b i e r t o .  No puede 
t e rmina r  e n  un v e r t i c e  p e r t e n e c i e n t e  a  un nodo de c o n f l u e n c i a ,  
pues para  cada nodo de conf luenc ia  hay uno ( o  dos)  d e  10s puntos 
de d i s c r e t i z a c i 6 n  que l o  componen que e s  extremo aguas a r r i b a  de 
o t r o  tramo s imple ,  o  s e a  e l  camino podr fa  c o n t i n u a r .  Y no puede 
t e rmina r  en un v e r t i c e  p e r t e n e c i e n t e  a  un nodo de con f luenc ia  ya 
r e c o r r i d o  pues e l  g r a f o  no t i e n e  c i r c u i t o s .  
3 )  S i  hay o t r o  extremo a b i e r t o  aguas a r r i b a ,  se s i g u e  numerando 
entonces  e l  camino a p a r t i r  de e s t e  extremo a b i e r t o .  Ese carnino 
te rmina  en un extremo a b i e r t o ,  como a n t e s ,  o  en un v e r t i c e  
p e r t e n e c i e n t e  a un nodo de conf luenc ia  d e l  c u a l  10s o t r o s  dos 
tramos ya fueron  r e c o r r i d o s .  En e s t e  Gltimo c a s o ,  10s o t r o s  dos 
v b r t i c e s  d e l  nodo de conf luenc ia  e s t a r i n  numerados como v  y  vi+*, 
pa ra  a l g b  i .  
4 )  En cua lqu ie ra  de ambos c a s o s ,  s e  recomienza con un nuevo 
extrerno a b i e r t o  aguas a r r i b a ,  s i  hay,  y s e  procede de l a  misma 
manera. Cuando ya s e  r e c o r r i e r o n  todos  10s caminos que comienzan 
en extremos a b i e r t o s  aguas a r r i b a ,  s e  busca e l  primer nodo de 
e f l u e n c i a  d e l  c u a l  se ha r e c o r r i d o  e l  tramo que l l e g a  a 1  mismo ( o  
sea, d e l  c u a l  uno de  10s puntos de  d i s c r e t i z a c i d n  e s  extremo aguas 
a b a j o )  y uno de 10s tramos que s a l e n  d e l  mismo, y d e l  c u a l  e l  o t r o  
t r a m  e f l u e n t e  e s  e l  que numeramos ahora .  Se s i g u e  con este camino 
h a s t a  que t e rmina  en un extremo a b i e r t o  o en un punto de 
discret izaci61-1 p e r t e n e c i e n t e  a un nodo de con f luenc ia  cuyos o t r o s  
dos  puntos de d i s c r e t i z a c i d n  ya han s i d o  r e c o r r i d o s .  
5 )  Cuando se han r e c o r r i d o  todos  10s caminos que comienzan a s i  
(que puede no ser ninguno) se ha terminado l a  numeracidn de 10s 
v k r t i c e s .  En e f e c t o ,  s i  hubie ra  un tramo que no hub ie ra  s i d o  
r e c o r r i d o ,  no podr ia  este comenzar en un extremo a b i e r t o  (pues  
Batos han s i d o  numerados ya t odos )  n i  en un nodo de con f luenc ia  
(pues  ya han s i d o  r e c o r r i d o  t o d o s ) .  Y no puede haber  un tramo no 
re lac ionado  con e s t o s  pues e l  g r a f o  es d&bilmente conexo. m 
Es ta  sera l a  d i s c r e t i z a c i 6 n  que usaremos de  ahora  en a d e l a n t e .  
Observemos que por  e l  a lgor i tmo de la numeracidn, todo  nodo de 
conf l uenc i a  e s  de  l a  forma {vi, v. ,  vi+%). 
J 
Cabe seKalar  que no hemos requer ido  pa ra  l a  demostracibn que e l  
g r a f o  sea p l a n a r ,  pese a que las r edes  f l u v i a l e s  s e  r ep re sen tan  
por  g r a f o s  p l ana re s .  O sea e l  teorema de numeracidn v a l e  t a m b i h  
pa ra  g r a f o s  no p l a n a r e s .  Esto  no es una a b s t r a c c i 6 n  t e d r i c a :  s i  en 
l u g a r  de r i o s  tenemos caf ier ias  (que forman g r a f o s  c laramente  no 
p l a n a r e s ) ,  se a p l i c a  l a  m i s m a  t e o r i a .  Y l a s  caKerias se pueden 
modelizar con las ecuaciones  de Saint-Venant usando e l  a r t i f i c i o  
ideado por  Cunge y Wegner 119641: s i  se t i e n e  una caKeria  a 
p re s ibn  s e  l a  cons idera  con s u p e r f i c i e  l i b r e ,  t a l  como se i n d i c a  
en l a  f i g u r a  18, suponiendo una e s t r e c h a  ranura  f i c t i c i a  ex tendida  
a l o  l a rgo  de t o d a  l a  long i tud  de l a  caKer ia ,  y de a l t u r a  i n f i n i t a  
a p a r t i r  d e l  extremo s u p e r i o r  d e  aque5lla. 
L a s  redes  f l u v i a l e s  que es tudiaremos s e r a n  t o d a s ,  a1 i g u a l  que 
pa ra  e l  caso  a rbo rescen te ,  de r&gimen s u b c r i t i c o ,  o s e a  s e r A  
necesa r io  d a r  una condicidn de contorno en cada extremo a b i e r t o  de  
l a  r e d .  
15. UN METODO DIRECT0 PARA REDES FLUVIALES DELTAICAS 
La matriz A estara constituida del siguiente modo: 
a) Se numeran 10s v&rtices en la forma indicada en el teorema 
anterior, de tal mod0 que siempre que se produzca una confluencia, 
la numeracifin de 10s vertices del tramo aguas abajo de 10s dos 
afluentes sea consecutiva a la de 10s vgrtices de uno de 10s dos 
afluentes (el "tramo principal"). AnAlogamente, cuando se produzca 
una bifurcacidn, la numeracibn de una de 10s vbrtices de uno de 
10s dos tramos resi~lltantes debe ser consecutiva de la de 10s 
v6rtices del tramo aguas arriba de ambas. 
b) A cada tramo simple corresponderA un bloque diagonal de la 
matriz A .  Si el tramo es el k-simo tramo simple y es el 
correspondientea a 10s puntos de discretizacibn jl a jz, el bloque 
sera una submatriz cuadrada de orden 2(jz-ji), y le corrssponderAn 
las 2( j z - j l )  filas y columnas siguientes a lac de 10s k - 1  tramos 
simples anteriores, en la forma que se detallara mas abajo. 
c) La matriz A se completa con t columnas a la derecha de los 
bloques y t filas debajo de 10s bloques, cada una de las filas y 
las columnas de longitud igual a la suma de 10s brdenes de las 
matrices-bloques, en la forma que se detallarA, y una submatriz 
cuadrada de txt llena de ceros en el extremo inferior derecho 
(completando las filas y las columnas recikn mencionadas). t es el 
n~mero de nodos de confluencia. 
d) Todos 10s elementos no descriptos antes son nulos. 
Veamos ahora el proceso constructivo preciso de las partes de la 
matriz A .  
Usaremos el siguiente teorema: 
T E O R W :  Sea n el numero total de puntos de discretizacibn de la 
red fluvial considerada, m el nhero total de tramos simples de la 
red, s el numero total de extremos abiertos, aguas arriba o aguas 
abajo, y t el ndmero total de nodos de confluencia. Entonces, si 
se identifican como una unica incdgnita 10s tres niveles (iguales, 
por las ecuaciones de compatibilidad de Stoker) correspondientes a 
cada punto de confluencia, vale que el orden N de la matriz A 




Ademas, se puede estructurar la matriz A, el vector de 
incdgnitas x, y el vector de datos b de la ecuacidn matricial Ax=b 
de modo que 
donde : 
a) A1 es una matriz cuadrada de orden N-t=2n-3t-s, con m 
bloques diagonales As,,. - . .Ai, , y el resto de sus elementos 
nulos : 















es decir, cada bloque Aik tiene la misma estructura de la de la 
matriz que se origina en la discretizaci~n del tramo k como si 
fuera un dnico tramo unidimensional: dos primeras filas con los 
elementos correspondientes a las tres primeras columnas no nulos, 
seguidos por un par de filas con cuatro elementos no nulos 
correspondientes a las columnas 2 a 5, seguidos por pares de filas 
de cuatro elementos contiguos no nulos, que comienzan en la 
columna correspondiente a1 tercer elemento no nulo del par de 
filas anterior, hasta llegar a1 dltimo par de filas, que tiene sus 
Crltimos tres elementos no nulos exclusivamente. El orden del 
bloque Aik es 2(j2-j,), si el tramo simple k contiene 10s puntos 
de discretizaci6n js, ji+l,  . . . , j p -  
b) Az es una matriz rectangular de N-t filas por t columnas, 
cuya estructura analizaremos mAs adelante. 
c) A? es una matriz rectangular de t filas por N-t 
columnas,cuyos elementos no nulos valen 1 y -1, y cuya estructura 
general definiremos mAs adelante. 
d) A4 es una matriz nula de t filas por t columnas. 
e) Las t incbgnitas finales entre las que componen el vector x 
son las variaciones de nivel A Z ,  de 10s puntos de confluencia. 
J 
f) Los t elementos inferiores d e l  vector ~ori nulos. 
N.B. : Observernos que de esta manera se garantiza que el orden y 
toda la estructura de la matriz A quedan determinados una vez que 
se numeraron 10s puntos de la red fluvial. Cualquiera sea la 
numeracibn de la red - siempre que se respste el algaritmo de la 
seccidn 14 - la estructura de la matriz as 1; misma. 
DFMOSTRACI ON: 
La demastracihn de la primera pa r t e  del tearema e e  trivial: Para 
cada punto de discretizacibn i hay dos valores, AZi y AQi. De esos 
las condiciones de contorno, que serAn s, no son variables a 
calcular en cada interval0 de tiempo, y, por cada nodo de 
confluencia, dos de 10s tres niveles (pues son iguales a1 que si 
se toma como variable). 
Antes de pasar a la dsrnaatraci6n de la segunda partg d * i  
teorema,observemos que la matriz A servira para resolver un 
sisterna de ecuaciones lineales Ax=b, donde las incdgnitas 
X=(X I1...,~N) seran las siguientes: 
Para el k-simo tramo simple, que comprende 10s puntos de 
discretizacidn ji a j2, xL+*, donde 1 es el conjunto de variables 
ya asignadas a 10s tramos simples 1, . . . ,  k-1, sera: 
A .  si el punto de discretizacibn ji es un extremo abierto 
Ji 
aguas arriba con condicibn de contorno Z. dada, o si el punto de 
Ji 
discretizacidn x. pertenece a un nodo de confluencia (recibe dos 
JI 
afluentes o es el extremo aguas arriba de una de 10s dos tramos en 
que se bifurca un tramo). 
AZ. si el punto de discretizacibn ji es un extremo abierto 
J1 
aguas arriba con condicidn de contorno Q. dada. 
Ji 
AZ.  ,AZj+z,---,Az. - 
Jl+* i J ~ - &  
serAn, respectivamente, 
respectivarnente, 
AZ.  si e l  punto extremo aguas abajo del k-simo tramo simple 
Jz 
un extremo abierto con condici6n de contorno dada &.  . 
Jz 
AQ. si el punto extremo aguas abajo es un extremo abierto con 
J2 
condicidn de contorno dada 2 .  , o si el punto de discretizacidn jZ 
corresponde a un nodo de confluencia (es extremo aguas abajo de un 
tramo que afluye a otro o de un tramo que se bifurca). 
Ahora b i e n ,  s i  hay s extremos a b i e r t o s ,  t conf luenc ia s  y m 
tramos s imp les ,  cada uno con n .  puntos de  d i s c r e t i z a c i d ~ n ,  de  mod0 J 
que 
e l  orden de cada submatr iz  A es 212,-2, pues en cada extremo se 
* j 
da una s o l a  i n c d g n i t a ,  o  porque se t r a t a  de  un extremo a b i e r t o  o 
porque el  n i v e l  de  un extrerno p e r t e n e ~ i e n ~ e  a un nodo d e  
conf luenc ia  no corresponde a1 bloque.  Por cons igu ien t e ,  e l  orden 
de  l a  submatr iz  A* es 2n-2m. E l  orden de A s e r A ,  por  o t r a  p a r t e ,  
N-t, pues s d l o  10s n i v e l e s  co r r e spond ien te s  a  10s nodos de 
conf luenc ia  no son incdgn i t a s  en A$. Entonces N-t=2n-2m, o s e a  
N=2n-2m+t. Por o t r a  p a r t e  N=2n-s-2t; en  p a r t i c u l a r ,  s t2t=2rn-t ,  e s  
d e c i r ,  s+3t=Zm. 
L a s  N - t  primeras  f i l a s  de  A ser6n  en tonces  l a s  co r r e spond ien te s  
a 10s pa res  de  ecuaciones  consecut ivas  e n t r e  10s puntos ( i , i + l ) ,  
tales que ( i , i + l )  per tenecen  a1 mismo tramo s imple .  
L a  submatr iz  Az de  N - t  f i l a s  po r  t columnas tendrA por  
las cor respondien tes  a  10s AZ. consecutivamente,  para  Z .  e l  n i v e l  
J 3 
cornfin a 10s tres puntus de d i s c r e t i z a c i b n  de un nodo de 
con f luenc ia  {vi ,v. ,vi+*),  segQn e l  orden dado po r  l a  numeracidJn 
J 
g e n e r a l  de l a  d iscre t izacic5n.  HabrA elementos no nu los  en las 
s i g u i e n t e s  f i l a s ,  pa ra  cada colurnna: 
a )  E l  p a r  de  f i l a s  consecut ivas  cor respondien te  a un i n t e r v a l o  
( i + l , i + 2 )  con i+l punto extremo ce r r ado  de l a  red  (no  a b i e r t o )  
aguas a r r i b a ,  o sea p e r t e n e c i e n t e  a  un nodo de con f luenc ia .  Su 
c o e f i c i e n t e  serA o BZi+* , segdn sea l a  primera  o  segunda 
ecuacibn d e l  p a r .  
b) E l  p a r  de  f i l a s  cor respondien te  a un i n t e r v a l o  ( i -1, i )  con i 
punto extremo aguas aba jo .  Su c o e f i c i e n t e  serA Ali-i 
O B4t-1' 
segGn sea l a  primera o segunda ecuacibn d e l  p a r .  
C) El par de filas consecutivas correspondientes a un intervalo 
(j,j+l) o (j-l,j), segrin sea v. extremo aguas arriba o extremo J 
aguas abajo, respectivamente, de un tramo simple, o sea segun sea 
el nodo {vi,vjvi+ nodo de efluencia o de afluencia, 
respectivamente. Su coeficiente serd A . (primera ecuacidn del 
2 J 
par) y B . (segunda ecuacibn del par), si v. es extremo aguas 
ZJ J 
arriba, Y A*,-* Y Bdj-, si v. es extremo aguas abajo. J 
De estos 6 valores no nulos, 4 estAn en filas consecutivas 
(Adi-*' Bdi-%' AZi, B Z i ) .  
Analicemos ahora la submatriz As de t filas por N-t columnas. A 
ella corresyonderAn las ecuaciones de conservacidn de la masa 
liquida, o sea ecuaciones del tip0 
AQ. + AQj .- AQi+l 0 o AQi - AQ, - AQi+& = 0 
o sea 10s coeficientes distintos de O son 1 o -1. Ademas, esos 
coeficientes no nulos corresponden a columnas "extremas" de las 
submatrices , es decir, a primeras o dltimas columnas de 
A*.k . Si el coeficiente es 1, serA Qltima columna (punto extremo 
aguas abajo perteneciente a nodo de confluencia), y si es -1 sera 
primera colurrina (punto extremo aguas arriba perteneciente a nodo 
de coufluencia). Por abuso de lenguaje, estamos denominando 
"columna de A . " a una columna de A algunos de cuyos elementos 
i*J 
(10s N-t superiores) pertenecen a A . . 
*#J 
Finalmente, la cuarta submatriz Aq estara compuesta 
exclusivamente de ceros, pues las filas de las ecuaciones de 
continuidad de 10s puntos de confluencia no tienen t&rminos en 10s 
que figuren niveles. Y anAlogamente, 10s correspondientes terminos 
independientes son nulos. I 
Se da ahora un ejemplo, correspondiente a1 esquerna de la figura 
17. Suponiendo condiciones de contorno en el extremo aguas arriba 
1 caudal dado, y en el extremo aguas abajo 10 nivel dado, 
tendremos w = 4 ,  s=2, t=2, y A x = b ,  con 


























16. RESOLUCION DEL SISTEHA DELTAIC0 
Sea entonces la ecuacibn 
donde A y b tienen la estructura indicada en la seccibn anterior, 
siendo N el orden de la matriz, n el nQmero total de puntos de 
discretizacibn, m el de tramos simples de la red, s el de extremos 
abiert.os, aguas arriba o aguas abajo, y t el de nodos de 
confluencia. Demostraremos que - si ningdn pivote se anula - se 
puede resolver el sistema Ax = b en un nfmero de alrededor de 
28n+t3/3 de pasos almacenando la matriz en aproximadamente 6n+t2 
posiciones de memoria. 
TEOREMA: Mediante operaciones gaussianas de eliminaci6n el 
sistema lineal ( 5 9 )  se puede transformar en un sistema 
A ' x  = b' 
donde la matriz A' es de la forma 
y las submatrices A;, A = ,  A; y A; tienen la siguiente forma: 
1 A; es triangular superior, compuesta por 
bidiagonales A '  . 
*.J 
submatrices 
t a l e s  que 
A ' .  = 
1 5  
2 )  Ninguna columna de  A2, t i e n e  mas d e  4.max ( n -  + 1, con 
J 
j m  elementos  no n u l o s ,  y forman h a s t a  dos  s u c e s i o n e s  
c o n s e c u t i v a s  (con  l o  c u a l  b a s t a  i n d i c a r  e l  comienzo y e l  tamaKo d e  
cada  s u ce s ib n  p a r a  t e n e r  d e f i n i d a  A 2 ' ) .  n .  es e l  ndmero d e  pun tos  
J 
de  d i s c r e t i z a c i b n  d e l  j-simo tramo s i m p l e .  
4 )  A*' es t r i a n g u l a r  s u p e r i o r .  
Pa ro  en to n ces  A '  es t r i a n g u l a r  s u p e r i o r ,  y e l  sistema A * x  = b /  
se r e s u e l v e  rea l i za r ido  un b a r r i d o  a s c e nde n t e .  
BKIWSTRACION: Supongamos que  hemos y a  t r i a n g u l a d o  e l  s i s t e m a  
l i n e a l  h a s t a  e l  d l t i m o  elemento d e  l a  d i a gona l  de  l a  submat r i z  
A  . ( l a  primera v e z ,  no hemos t r i a n g u l a d o  n a d a ) .  Sea en tonces  
*,J-* 
A . una s u b ma t r i z .  Supongamos que  e l  extremo aguas  a r r i b a  d e l  
2 .J  
t ramo j sea a b i e r t o .  Entonces ,  d i c ho  extremo no p e r t e n e c e  a ningan  
nodo de  c o r ~ f l u e r i c i a ,  y ninguna f i l a  d e  l a  rnat r iz  A, t i e n e  
e lementos  e n  columnas que c o r t e n  A  , e xc e p t0  t a l  vez  l a  u l t i m a ,  
1.3 
p u e s t o  que  6610 la  pr imera  y d l t i m a  columnas d e  A . pueden t e n e r  
1,J  
elementos  no n u l o s  en  s u s  u l t im os  t e lementos .  Tampoco hay ninguna 
columna de  Ap que t en ga  e lementos  e n  f i l a s  que c o r t e n  A 
1.J 
e l  mismo mot ivo,  s a l v o  t a l  vez las dos' riltirnas. 
Por  c o n s i g u i e n t e ,  A se t r i a n g u l a  a i s l a da m e n te  en  l a  
i . J  
i nd i cad a  en l a  s e c c i h n  7 ,  h a s t a  l l e g a r  a 1  d l t i m o  p a r  de  
ecua c io n es ,  digamos e n t r e  10s puntos  de  d i s c r e t i z a c i d n  k-1 y k ;  es 
d e c i r ,  k es e l  f I l t imo  pilnto de d i s c r e t i z a c i b n  d e l  t r amo.  S i  e l  
extremo aguas  a b a j o  no e s  un nodo de  c o n f l u e n c i a ,  l a  m o d a l i z a c i ~ n  
r e s u l t 3  ser l a  de  un tramo s imple  un id imens iona l  a i s l a d o ,  y  no l a  
d e  una red d e l t a i c a .  D e  l o  c o n t r a r i o ,  se t i e n e  un nodo de 
c o n f l u e n c i a .  
Entonces se tendrA, usando la notacibn de la seccibn 7, si se 
trianguld hasta las f ilas que relacionan las incdgnitas AQ 
k-I ' 
A 2  k-+ ' AQk, Azk 
Aqui el nodo de confluencia en cuestidn es el u-sirno, y 10s 
cuatro cuadrantes indican, empezando en el superior izquierdo y 
siguiendo en el sentido de las agujas del reloj, elementos de 10s 
bloques A;, A;, A;, y A; que estOn sobre las mismas filas y/o 
columnas. El elemento cUu de A; estd ubicado sobre la fila N-t+u y 
la columna N-t+u, y puede no ser cero, pues puede haber sido 
afectado anteriormente, a1 igual que bN-t+,d. 
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0 
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3 , k - 1  = D 4 .  k-i 
Cuu 




k - i  i.2,k-i 
A 
2,1.k-1 
de donde se obtiene 
1 




A 2 . 2 . k - 1  = A 2.3. k-i 
Cuu 
A s i  se triangula la matriz A hasta el elemento diagonal 
correspondiente a1 punto de discretizacidn k. 
Supongarnos ahora que el extremo aguas arriba i del 
pertenezca a1 q-s imo nodo de conf luencia . 
tramo j 
Entonces las filas de A correspondientes a las filas de la 
submatriz A y las de A2 y A3 relacionadas con el nodo seran 
2. j 
es decir, en la submatriz AZ habrA dos elementos no nulos sobre su 
columna q (que es la columna N-t+q de la matriz A ) ,  en 10s 
lugares correspondientes a las filas mencionadas. Sobre esa 
columna, no habrA mAs elementos no nulos correspondientes a filas 
de la submatriz A .. AdemAs, en la fila q-sima de la submatriz A3 
2.J 
(la fila N-t+q de la matriz A ) ,  habra un -1 en la columna 
correspondiente a la primera cofumna de A ., y todos 10s 
1.2 
otros 
elementos sobre columnas de A serAn nulos. Se triangula 
i,.i 
entonces A . haciendo intervenir la q-sima fila de A3 y la q-sima 
1.J 
colurnna de A2. El procedimiento es el siguiente: 
Primero se tridiagonaliza cada par de ecuaciones mediante el usu 
de las fbrmulas ( 3 6 )  y ( 3 7 ) ,  lo que convierte a 10s elementos AZi 
y BPide la columna q de A; en CZi y Dii 
Para completar la triangulacidn de A' hasta la segunda fila de 
A *  es necesario anular el 1 sobre la fila q-sima de A; , o sea la 
1 j 
fila N-t+q de A ' .  Si definimos 
Aqul usamos e l  simbolo :=  de  a s i g n a c i d n  p a r a  i n d i c a r  l a  v a r i a b l e  
o b t e n i d a  con e l  mismo nombre que una v a r i a b l e  ya us a da ,  que no 
volveremos a emplear .  A s i  a l ige ramos  l a  notation. Repetiremos este 
proced imien to  mAs a b a j o .  
S i  a h o r a  de f in imos  
es d e c i r ,  llarnamos 
A 2 . 4 , L  
a 10s elementus  de  l a  colurnna 
N-t+q con 10s que t raba jamos ,  podemos p r o s e g u i r  l a  t r i a n g u l a c i b n  
usando l a s  ecuac iones  ( 4 6 )  r e c u r r e n t e m e n te ,  y ,  ademas, l a s  
subma t r i c e s  A;, A;, A; y e l  v e c t o r  b se modif ican d e l  s i g u i e n t e  
modo a 1  l l e g a r  a 1  punto  p  ( y  en ese orden, debido a 1  us0  d e l  s i gno  
de as i g n a c i h  : = ) : 
Observese que sobre la fila N-t+q hay, en las columnas que 
cortan a A' . , un solo elemento distinto de cero, que llamamos 
%.J 
siempre a y que se va corriendo a la derecha de a una columna por 
vez . 
A1 llegar a las dos Gltimas filas de A . se tendrA, si el 
1 x 5  
extremo inferior k del tramo j es abierto: 
1) Condicibn de contorno en el extremo abierto aguas abajo nivel 
conocido Z k :  en ese caso 
y la triangulacibn finaliza con 
2 )  Condicibn de contorno aguas abajo conocida cauda l  Q k .  
En ese caso 
D 
3 ,  k - i  
y l a  t r i a n g u l a c i b n  f i n a l i z a  con 
A k -  =C 2,k-i -A z.2.k-2 * Cl ,k- i /A2 .1 ,k -~  
A 1.Z.k-1 = o  
A = -A 1.4.k-1 C 2.4.k-2 ~ . k - i / ~ ~ . i , k - ~  
A - i , 3 , k - c 4 k -  C3.k-iAQk-A2,3,k-~ - C i . k - i / A ~ , ~ , k - z  
C: :=c -A 
q? ?? 2.4.k-2' a/AZ,i,k-2 
En ambos casos, queda triangulado el bloque A' , y anulados 10s 
l. .J 
elementos de la fila N-t+q que estan sobre colurnnas que intersecan 
a A ' .  . 
1 .J 
Supongamos ahora que el extremo aguas abajo k corresponde a1 
nodo de confluencia r. Entonces interviene en la eliminacibn otra 
fila de A; , la r-sima, y otra columna de A; , la r-sima, y se 
t iene 
La triangulacibn hasta la siguiente fila requiere las siguientes 
A = C  - A  %,irk-i  2.k-i z.2.k-2- Ci ,k- i /Azs ,k-2  
Ai,2.k-i  = CB.k-i 
A = - A  i ,4 ,k- i  2.4.k-2 ' C~.k-i /A2,i ,k-Z 
Ai,3.k-i  = C 4,k-i  - A ~ ~ 3 . k - 2  ' c%,k-i'A2,i,k-2 
c : = c  - 
99 qq A2,4.k-2 . a'A2,i.k-2 
b := b - N-t+q N-t+q A2.3.k-2 . a/A2,i.k-2 
a : =  - A2,z.k-2 . a/h2.i.~-2 
con l o  cual se o b t i e n e  
0 A i ,3 , k - i  
D 3 . k - i  - D 4 ,  k - 1  
o s e a ,  fbrrnulas rnuy s i m i l a r e s  a l a s  p r imeras  de ( 6 3 ) .  Finalrnente, 
p a r a  completar  l a  t r i a n g u l a c i b n ,  sera n e c e s a r i o  usar las 
igualdades o asignaciones 
con lo cual se tiene 
Y por riltimo 
De este mod0 se triangula toda la submatriz A*,  y se va anulando 
la submatriz A%. La estructura que queda se puede representar corno 
Por consiguiente, a1 terminar este proceso hemos llegado a un 
sistema lineal 
donde A; es triangular superior y esta formada por bloques 
bidiagonales. Entonces, para obtener la solucidn, basta resolver 
por el &todo de Gauss el sistema de t x t A4x2 = b- y luego 
2 
aplicar el barrido descendente a A ' x  =b#-A'x pues x ya se 
i i  i 2 2 '  2 
conoce . I 
Con esto queda (ipor fin!) demostrado el teorema. Pero no es 
necesario almacenar Az (y A;) en (N-t) x t lugares. Veremos que 
son necesarios solamente (2g+l) x t, donde g es el orden de la 
mayor de las submatrices A*,j, o sea g=mAx 2 ( n . - I ) ,  con n.= n~mero 
i s  j 5 m  J J 
de puntos de j-simo tramo simple. En efecto, se presentan dos 
, posibilidades: que el nodo a1 cual corresponde la q-sima columna 
de la submatriz A; sea de afluencia o de efluencia. 
Si el nodo a1 cual corresponde la q-sima columna de la submatriz 
A2 ( O  sea la N-t+q-sima colurnna de A) es un nodo de afluencia, 
Sean, A. , A. y A. las submatrices de As correspondientes a 
J1 J2 J, 
tramos de 10s cuales 10s puntos de discretizacidn del nodo son 
extrernos aguas arriba o aguas abajo. Supongarnos que 10s puntos de 
discretizacibn del nodo Sean extremos aguas arriba del tramo jl Y 
aguas abajo de 10s tramos j2 y j3. Entonces la columna q de A, 
tendrA ceros en todos sus elementos except0 algunos de las filas 
que cortan a A. , A. y A. , que analizaremos. Constatemos en 
Ji j2 J3 
primer lugar que , por la estructura de bloque diagonales de las 
A. en A ,  las operaciones gaussianas con filas en una submatriz no 
Jk 
afectan las demAs. Por consiguiente, a1 terminar el proceso antes 
descripto y llegar a las submatrices A;, A;, A; y A;, las filas de 
la columna q correspondientes a A y A. tendran solamente el 
J2 J3 
filtimo elemento no nulo, como se ve en (61) y las filas 
correspondientes a A.tendrBn 10s dos primeros elementos no nulos. 
Ji 
A1 realizar las operaciones con las filas antes indicadas, se 
llenarhn (presumiblemente) de elementos no nulos 10s restantes 
elementos de este conjunto de filas sobre la columna q, como se ve 
en (62) y (631 ,  pues se reernplazaran 10s ceros por 10s elementos 
de la fila de arriba divididos por el pivote y cambiados de signo. 
Esto da un total de 2+g elementos no nulos por nodo de 
confluencia, a lo sumo. 
Si lo que se tiene es un nodo de efluencia, habra dos puntos deL 
nodo correspondientes a extremos aguas arriba (y por cunsiguiente, 
a1 realizar operaciones gaussianas, reemplazarAn 10s ceros por 
elementos no nulos en el resto de las filas correspondientes a su 
tramo) y un punto del nodo correspondiente a un extremo aguas 
abajo, que tiene solamente el dltimo elemento no nulo, que no se 
alteran con la modificacidn del sistema. 0 sea que finalmente 
habra a lo sumo 2g+l elementos no nulos de esa columna. 
En suma, como 2g+l > g+2, habrA a lo sumo (2g+l) x t elementos 
no nulos en la matriz transformada A;. 
El ndmero total mAximo de palabras necesarias para almacenar la 
matriz A y el vector de la derecha b serd entonces: 
10 para almacenar las ecuaciones de Saint-Venant discretizadas 
(no 10 por intervalo, pues a1 llegar a cada intervalo se 
tridiagonaliza, y basta usar las mismax 10 variables). 
3(N-t) corre~pondientes a las submatrices trianguladas (y 10s 
correspondientes t@rminos de la derecha). Como 
ese valor serA 3(2(n-t)-s-t)=6n-9t-3~. 
(2g+l)t correspondientes a A=.  
1 elemento correspondiente a AP. Es la variable a usada en ( 6 1 ) ,  
( 6 2 )  Y (63). 
2 t +t elementos correspondientes a la submatriz cuadrada Aq y 
10s t6rminos de la derecha de sus filas (no se ha hecho ningun 
esfuerzo por reducir esta submatriz, que serA bastante rala, pues 
no se considera que el cost0 de programacihn lo justifica, :' 
I 
habiendose ya reducido el almacenamiento necesario de N' + N a 
menos de 3N + t2 + t, con t usualmente mucho menor que N). 
Esto hace un total (sin inctuir, vale la pena mencionar, el 
sistema de punteros necesario para d-efinir 10s valores no nulos de 
la matriz) de 
que es un nGmero del orden de 6n+t2' 
I , I  
? 
En esencia, si suponemos una "densidad de confluencias" no mayor 
de 1/10, lo cual es bastante razonable, usaremos una cantidad de 
memoria del orden de 6n + n2/100. Si se tienen 100 puntos de 
discretizacihn, eso significa 600 + 100 =700 posiciones de 
2 
memoria, en lugar de n +n= 10100, lo cual constituye un ahorro 
realmente ~ignifica~ivo. 
En cuanto a1 n~3mero maxirno de operaciones necesarias (siempre , 
considerando pivote diagonal en todas las operaciones) es , 
(incluimos como siempre las operaciones sobre b): I 
1) 1 divisidn y 7 sumas y multiplicaciones para cada punto de . :  
discretizacihn para tridiagonalizar cada matriz A .  o sea 8(n-m) I 
$ 5  ' 
operaciones en total. 
2) Suponiendo, para simplificar, que todos 10s tramos tienen 
nodo de confluencia aguas arriba y abajo, lo cual es evidentemente 
absurdo, pero es la situation que mas operaciones requiere, a lo 
sumo Z(2n.-2) divisiones Y 6(2n.-2) sumas y multiplicaciones por 
J J 
submatriz A para triangular la,^ sea a lo sumo 4n-4m divisiones y 
*J 
12n-12m sumas y multiplicaciones, es decir del orden de 16n ,' 
operaciones en total como mAximo. I 
3 )  Las operac iones  n e c e s a r i a s  pa ra  r e s o l v e r  e l  s i s t ema  A;xz=b2- 
Aqui no s e  ha i n t e n t a d o  op t imiza r  e l  uso de memoria n i  l a  c a n t i d a d  
de operac iones .  Se r e s u e l v e  d icho  s i s t ema  po r  e l  mt5todo de Gauss 
con p ivo teo  p a r c i a l  por  columnas, 10 c u a l  hace un t o t a l  de  t3/3 
operaciones  (desprec iando  10s t6rminos de orden t2 y t, e n t r e  
e l l o s  las d i v i s i o n e s ) .  
4 )  Las operac iones  n e c e s a r i a s  pa ra  r e s o l v e r  A;xI=bl-A;xz , 
son a l o  sumo n d i v i s i o n e s  y 3n sumas y m u l t i p l i c a c i o n e s .  
Esto  hace un t o t a l  d e l  orden de 6n d i v i s i o n e s  y 2211 + t3/3 sumas 
y rnu l t i p l i cac iones ,  o  s e a  un t o t a l  d e l  orden d e  28n + t3/3.  S i  
suponemos como a n t e s  100 puntos  de  d i s c r e t i z a c i d n  y 10 % de nodos 
de con f luenc ia ,  se t endran  aproximadarnente 2800 + 333 operac iones ,  
c i f r a  sensiblemente  i n f e r i o r  a 10s 333000 n e c e s a r i o s  usando un 
m6todo de Gauss g l o b a l .  
1 7 .  ANAL1 SI S DE CONS1 STENCI A DEL MODELO DELTA1 CO 
En p r i m e r  l u g a r  se e f e c t u a r o n  v a r i a s  c o r r i d a s  d e  c o n s i s t e n c i a  
d e l  modelo d e l t a i c o .  Estas son :  
1) C o r r i d a  d e  un t ramo s i m p l e .  Se c o r r i d  e l  modelo con un t ramo 
s i m p l e  i n d i c a d o  e n  e l  Apendice 2 ,  y se compararon 10s r e s u l t a d o s  
con 10s o b t e n i d o s  con e l  modelo a r b o r e s c e n t e  p a r a  ese tramo.  Los 
r e s u l t a d o s ,  t o t a l m e n t e  s a t i s f a c t o r i o s  (es d e c i r ,  c o i n c i d e n t e s  con 
10s o b t e n i d o s  con e l  modelo d e  r e d  a r b o r e s c e n t e ) ,  se i n d i c a n  e n  e l  
mencionado apGndice.  
2 )  C o r r i d a  d e l  t ramo con a f l u e n t e  (modelo a r b o r e s c e n t e  i n d i c a d o  
e n  e l  cuadro  7 ) .  Se c o r r i d  con l a s  c o n d i c i o n e s  d e  con to rno  
i n d i c a d a s  en  e l  cuadro  11 ( c o r r i d a  1) y luego  con l a s  c o n d i c i o n e s  
d e  cont ,orno i n t e r c a m b i a d a s  lnismo c u a d r o ,  c o r r i d a  2 ) .  L a  
c o i n c i d s n c i a  f u e  t o t a l  ( p a r a  l a  p r e c i s i d n  u s a d a )  e n  ambos c a s o s .  
L a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  f u e r o n  l a s  i n d i c a d a s  e n  e l  cuadro  9 .  
3 )  C o r r i d a  d e l  t ramo con e f  l u e n t e  i n d i c a d o  e n  l a  f i g u r a  1 9 ,  
suponiendo l a s  e c u a c i o n e s  s i m p l i f i c a d a s  ( l i n e a l e s  con c o e f i c i e n t e s  
c o n s t a n t e s )  u s a d a s  en  l a  s e c c i i n  11 d e  l a  segunda p a r t e  de  e s t e  
t r a b a j o ,  o  sea 
Se puede o b s e r v a r  que  e l  teorema de  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i b n  de  
este s i s t e m a  con c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  ( 5 1 ) ,  c o n d i c i o n e s  d e  
c o n t o r n o  ( 5 2 3  e n  cada  extremo a b i e r t o ,  y c o n d i c i o n e s  de  
c o m p a t i b i l i d a d  ( 5 3 )  e n  cada  nodo d e  c o n f l u e n c i a ,  demostrado en  l a  
s e c c i b n  11 de  l a  segunda p a r t e ,  se g e n e r a l i z a  inmedia tamente  p a r a  
r e d e s  d e l t a i c a s ,  dado que e n  ningun momento d e  d i c h a  dernostracihn 
se u s a  que l a  r e d  es a r b o r e s c e n t e .  
Las coordenadas  e s p a c i a l e s  de  10s p u n t o s  d e  d i s c r e t i z a c i d n  d e  l a  
r e d  ( e n  este  c a s o ,  es una r e d  a r b o r e s c e n t e  d i r i g i d a  desde  l a  r a i z ,  
que es e l  extrerno a b i e r t o  aguas  a r r i b a )  se i n d i c a n  e n  e l  cuadro  
1 8 .  
C u a d r o  18 
Modelo con ef luente para prueba. de e- eimplj  fi~a&,e; 
Coordenadas es~aclales 

















Las condiciones iniciales consideradas son las siguientes: 
En el tramo 1-7: 
uo(x)= 10 + cos x 
ho(x)= 7 + sen x 
En 10s tramos 8-11 y 12-15: 
uO(x)= 5 + 0 , 5 c o s x  
hO(x)= 7 + 0 , 5  sen x 
Las condiciones de contorno dadas seran las siguientes: 
u(xl,t) = 10 + cos t - sen t 
h(xii,t)= 7 - 0,5 (cos t + sen t)=h(x15,t) 
La soluci6n analitica del sistema diferencial planteado es 
En el tramo 1-7: 
u(x,t) = 10 + (cos t - sen t) cos x 
h(x,t) = 7 + (cos t + sen t) sen x 
En 10s tramo 8-11 y 12-15: 
u(x,t) = 5 + 0,5 (cos t - sen t) cos x 
h(x,t) = 7 + 0 , 5  (cos t + sen t) sen x 
De acuerdo a lo ya mencionado, para 9=1/2 y Ax=At (en este caso 
ambas son iguales a n / 6 ) ,  la soluci6n num&rica deberd coincidir 
con la soluci6n analitica. Esto es exactamente lo que sucede. En 
el cuadro 19 se indica el estado del modelo en el instante 2n, que 
coincide completamente con el estado en el instante inicial, como 
debe suceder por periodicidad, y en el cuadro 20 se indica el 
estado del modelo en el instante ll. que coincide tambih con 10s 
resultados tebricos, como se ve efectuando las operaciones 
correspondientes. 
Cuadrcl 1 9  
Estado del modelo tedrica con efluente en el instante 2D 
~e=1/2. at=axxn/6) 
Cuadro 20 
Estado del modelo tecSrico cofi efluente en d instant* n 
Le= 1/2, A t ~ A ~ n L f i l  
Punto 
Pos te r io rmente ,  en  forma anAloga a l a  d e  d i cha  s e c c i b n ,  s e  
c o r r i b  e l  modelo con @=l/4, para  comprobar l a  i n e s t a b i l i d a d .  E l  
mode10 se in terrumpid en e l  i n s t a n t e  7n/6, debido a que en e l  
punto de  d i s c r e t i z a c i b n  1 l a  v a r i a b l e  h tomb un v a l o r  nega t ivo .  En 
e l  cuadro 21 se i nd i can  10s v a l o r e s  tomadus p o r  d icha  v a r i a b l e  en 




Valores & b en p u r ~ t o  L tiasta la d e s e s t a b i l i z a c i b n  
Y a  en e l  i n s t a n t e  n se observa l a  i n e s t a b i l i d a d  
Se c o r r i h  e l  modelo ahora  con 8=3/4 y e=l p a r a  At=Ax=n/6, p a r a  
comprobar la  a tenuac i6n  de l a  onda con e mayores. Los r e s u l t a d o s  
ob ten idos  en e l  t iempo 2n pa ra  10s puntos  de  d i s c r e t i z a c i 6 n  1 a 7 
se i nd i can  en e l  cuadro 22 y en l a  f i g u r a  20: 
Cuadro 22 
Com~arac idn  de aJ turari M r i c a s  r a  ~ a l c - d a s  el 
mode10 s i r n ~ l l f l c  ado para 8 = 3 / 4  8=4 LAt=Ax=Il/G. t = 2 n l  . . 
para U puntoc L a 1 
Como se ve en e l  cuadro ( y  m b s  claramente  en l a  f i g u r a  20)  se 
produce una arnortiguacibn de l a  onda. Esto  s e  no ta  m A s  tomando e l  
"histograrna" de h en funcibn d e l  tiempo para  10s t r e s  c a s o s ,  como 
se ve en  e l  cuadro 23 y en l a  f i g u r a  21 ,  ambos con d a t o s  en e l  
punto de  d i s c r e t i z a c i d n  4: 
Com~aracibn de alturas tebrjcas czm calculadas en 
modela sim~llfl . . cado para e=3/.4 ~r 1, en d Punta S sara 
A g A ~ n f i  
Tiempo 
Tiernpo 
Con esto se da por terminado el anAlisis tebrico, pues se 
considera superfluo repetir todos 10s experimentos de la seccihn 
10, dada la consistencia de 10s resultados. 
18. EXPERI MENTOS NUMERI COS CON REDES DELTAI CAS 
L o s  experimentos numericos que se ind ican  en  e s t a  secc ibn  fueron 
r e a l i z a d o s  con e l  mode10 de r ed  f l u v i a l  d e l t a i c a  completo indicado 
en l a  f i g u r a  2 2 ,  cuya desc r ipc idn  se da en e l  cuadro 2 4 .  
Cuadro 24 
BescriwciO.n d&L  model^ 6s d f l u v i a l  d e l t a i c 0  
Punto de d i s c .  
Coordenada (km) 0  1 2  0  O J 5  1 
Nivel de fdo  ( m )  1 0 0 J 6 0  1 0 0 , 2 0  9 9 , 8 0  1 0 0 , l O  9 9 , 8 5  9 9 , 6 0  
Ancho (* )  ( m )  100 100 100  100  100  100  
D (**) ( l0oom3/s)  4 1 , l  4 1 , l  4 1 , l  4 1 , 1  4 1 , l  4 1 , l  
Punto de d i s c .  
Coordenada (km) 0  1 2 
Hive1 de fdo  (m) 100JOO 9 9 , 9 0  9 9 , 8 0  
Ancho ( m )  100 100 100  
D (1000m3/s) 4 1 , 1  4 1 , l  4 1 , l  
Punto de d i s c .  1 3  1 4  1 5  16 17  
Coordenada ( km ) 4  5  6 6  7 8 
Nivel  de fdo (m) 9 9 , 6 0  9 9 , 5 0  9 9 , 4 0  9 9 , 4 0  9 9 , 3 0  9 9 , 2 0  
Ancho (m) 300 300  300 150 150  150  
D ( 1 0 ~ 0 m ~ / s )  4 4 , 5  4 4 , 5  4 4 , 5  4 2 , 7  4 2 , 7  42 ,7  
Punto de d i s c .  
Coordenada ( k m )  9  9  10 11 11 12 
Nivel  de fdo  (m) 9 9 , l O  9 9 , 1 0  99,OO 9 8 , 9 0  9 8 , 9 0  9 8 , 8 0  
Ancho (m) 150 250 250 250 150 150 
D (1000m3/s) 4 2 , 7  4 4 , l  4 4 , l  4 4 , l  4 2 , 7  4 2 , 7  
Punto de d i s c .  
- 
Coordenada (km) 13 1 3  14  15 15  16  
N i v e l d e f d o ( m )  9 8 , 7 0  98 ,70  9 8 , 6 0  9 8 , 5 0  9 8 , 5 0  9 8 , 4 0  
Ancho (m) 150 250 250 250 180 180 
D ( 1000m3/s) 4 2 , 7  4 4 , l  4 4 , l  4 4 , l  4 3 , 3  4 3 , 3  
Punto de d i s c .  31 32 3 3  3 4  35 36 
, 
Coordenada (km) 17 6 GJ6 7 , 2  7 , 8  7 , 8  
Nivel de fdo  ( m )  9 8 , 3 0  9 9 , 4 0  9 9 , 3 4  9 9 , 2 8  9 9 , 2 2  9 9 , 2 2  
Ancho (m) 180 150 150 150 150 100 
D ( 1000m3/s ) 4 3 , 3  4 2 , 7  4 2 , 7  4 2 , 7  . 4 2 , 7  4 1 J 1  
Punto de  d i s c .  
-- -- --  -- - 
Coordenada (km) a J 4  9  11 12 13  7 , 6  
N i v e l d e f d o  (m) 9 9 , 1 6  9 9 , l O  9 8 , 9 0  9 8 , 8 0  9 8 , 7 0  9 9 , 2 2  
Ancho (m) 100 100 100 100 100 50 
D (1000m3/s) 4 1 , l  4 1 , l  4 1 , l  4 1 , l  4 1 , l  3 7 , l  
Punto de d i s c .  43 44 45 46 47 48 
Coordenada (km) 8 , 2  8  , 6  1 5  1 5 , 5  16 1 6 , 5 '  
Nivel de £do ( m )  9 9 , 1 4  99 ,06  9 8 , 5 0  9 8 , 3 5  9 8 , 2 0  9 8 , 0 5  
Ancho (m) 50 50 70 70 70 70 
D (1000m3/s) 3 7 , l  3 7 , l  3 9 , 3  3 9 , 3  3 9 , 3  3 9 , 3  
( a )  E l  ancho d e  c a d a  s e c c i b n  t r a n s v e r s a l  es c o n s t a n t e ,  es d e c i r .  
l a s  secc iones  t r a n s v e r s a l e s  son r ec t angu la re s  . 
(**) D i n d i c a  e l  c o e f i c i e n t e  de conduccidn. Se dan,  pa ra  cada 
punto de d i s c r e t i z a c i d n ,  dos v a l o r e s  de c o e f i c i e n t e  de conducci6n: 
uno a n i v e l  d e l  fondo, que v a l e  siempre c e r o ,  y o t r o  a 10 m de 
a l t u r a  r e spec to  d e l  cor respondien te  n i v e l  d e l  fondo, cuyo v a l o r  se 
i n d i c a  en e l  cuadro 24.  Los c o e f i c i e n t e s  de conduccidn 
in te rmedios ,  como siempre,  se  i n t e r p o l a n  l inea lmente .  
En primer l u g a r  se l l e v 6  a  cabo una c o r r i d a  de e s t a b i l i z a c i d n ,  
tomando como condiciones  i n i c i a l e s  l a s  ind icadas  en e l  cuadro 2 5 .  
Las condiciones  de contorno se ind ican  en  e l  cuadro 26. 
Cuadro 25 
. . . . . 
n ~ c r a l e s  para c o r r i d a s  k e s t a b l l l z a c i 6 n  
k los modelos d e l t a i c o s  
Cuadro 28 
. . l c l o n e s  i d a  d e  e s t a b l l l z a c  . . & contorno rzrara c o r r  i c 5 f i q  
& modelo d e l t a i c 0  L A t A  dia) 
A p a r t i r  de e s t a s  condiciones  i n i c i a l e s  y de contorno o r i g i n a l e s  
se r e a l i z d  una c o r r i d a  de e s t a b i l i z a c i d n  ( l a s  condiciones  
i n i c i a l e s  o r i g i n a l e s  son sl~n~amente i n e s t a b l e s ,  y por  e so  e l  modelo 
demora tanto en la estabilizacibn). El estado estacionari 
obtenido se indica en el cuadro 27. Se us6 e=1 y el tiempo de 
computadora para cada interval0 de tiempo de calculo es de 
alrededor de 1,24 segundos. 
Cuadro 27 
Estado extacj onario del ulodelo deltaico 
Punto 
Punto 17 18 19 20 2 1  22 23  24 
Punto 
Punto 33 
Punto 4 1  42 43 44 45 46 47 48 
z (m) 110,89 112 ,84  111,03 109,06 108,85 108,59 108 .32  108,05 
Q (m3/s) 617 1732 1732 1732 680 680 680 680 
A p a r t i r  de  estas condiciones  e s t a c i o n a r i a s  se l l e v a r o n  a cabo 
d i v e r s o s  experimentos,  que se d e t a l l a n  a cont inuaci*n,  y en 10s 
c u a l e s  se us6 6=0,85 .  - 
a) Caudal c o n s t a n t e  ( i g u a l  a1 de l a  e s t a b i l i z a c i b n )  ingresando 
aguas a r r i b a  y o s c i l a c i v n e s  de  a l t u r a  (deb idas ,  por  ejemplo,  a 
mareas) ,  en  10s extremos aguas a b a j o .  Las condic iones  de  contorno 
usadas se i nd i can  en e l  cuadro 28 para un d i a  y se r e p i t e n  ( t i e n e n  
per fodo  de un d i a )  du ran te  c u a t r o  d i a s .  E l  i n t e r v a l 0  A t  es de 6 
horas  . 
Cuadro 28 
. . l c l o n e s  &= c o n t o r n ~  p a r a  a n A l i s i s  de inf l uenc j  a 
& mareas 
Tiempu Punto 1 Punto 4 Punto 7 Punto 31 Punto 44 Punto 48 
( d i a s )  Q ( m 3 / s )  B ( m 3 / s )  B ( m 3 / s )  Z ( m )  z (m) z (m) 
En este experiment0 se produce e l  caso  i n t e r e s a n t e  de  que de  
acuerdo a la  marea e l  cauda l  en e l  tramo 36-38 cambia de  s igno  
(cabe  r eco rda r  que l a s  condiciones  i n i c i a l e s  "poco f a c t i b l e s "  
i nd i cadas  en e l  cuadro 25 t e n i a n  as ignados cauda les  p o s i t i v o s  para  
ese t ramo, y 10s cauda les  se c o n v i r t i e r o n  en nega t ivos  para  l a s  
condic iones  e s t a c i o n a r i a s ;  e s t o  es un ejemplo de  que a veces  en 
tramos i n t e r i o r e s  de  un d e l t a  complicado -y ,  por  e jemplo,  e l  d e l t a  
d e l  r f o  Paranh es mucho m A s  complicado que este ejemplo t e b r i c o -  
e l  real ser i t ido de f l u j o  d e l  cauda l  no s e  conoce, y es c r u c i a l  que 
las ecuaciones  de Saint-Venant incluyan e l  B igno - represen tado  
2 por  e l  f a c t o r  Q I Q 1  en  vez de Q - en e l  tkrmino no homogkneo para 
poder model izar  e s t o s  c a s o s ) .  En e l  cuadro 29 se i nd i can  10s 
v a l o r e s  de  cauda les  y n i v e l e s  en e l  puntv 37 pa ra  todos  10s 
i n t e r v a l o s  temporales  de  cAlculo.  
Cuadro 29 
Caudales (m3& y n i v e l e s  ~IJ. d P ;11 P- c o r r i d a  d e  
mareaS 
{T ie rn~c~  en d i  as)  
En e l  cuadro  30 se i n d i c a  e l  e s t a d o  d e l  s i s terna  en e l  t iempo t = 4  
d i a s ;  puede o b s e r v a r s e  que 10s v a l o r e s  d i f i e r e n  muy poco de  10s 
i n i c i a l e s ,  l o  c u a l  i n d i c a  que estas cond i c iones  i n i c i a l e s  son muy 
adecuadas :  
Cuadro 30 
Estado del fiistema des~u&s de cuatro dias d z  marea 
Punto 
Punto 17 18 19 20 21 LL. 23 24 i- r) 
2 (m) 114,26 113,58 112,83 112,83 112,lO 111,29 111,29 111,05 
Q (m3/s) 1291 1288 1285 1160 1152 1142 594 587 
Punto 25 26 27 28 29 30 3 1 32 
- - - - 
2 (m) 110,81 110,81 109,88 108,81 108,81 108,55 108,30 114,90 
Q (rn3/s) 579 1118 1103 1081 548 529 508 1715 
Punto 33 34 35 36 37 38 39 40 
(m) 114,26 113,57 112,80 112,80 112,81 112,83 111,29 111,05 
Q (m3/s) 1714 1712 1711 -122 -123 -125 548 544 
Punto 41 42 43 44 45 46 47 48 
b) Para testear la consistencia del cambio de condiciones de 
contorno con un modelo mAs complicado que el esquema "cauce 
principal con una bifurcacidn" usado en la Seccidn anterior, se 
corrid nuevamente la situacibn de rnarea, pero ahora tomando como 
condiciones  de contorno en 10s tres extremos a b i e r t o s  aguas a r r i b a  
10s n i v e l e s  ca l cu l ados  por  e l  modelo en l a  c o r r i d a  a n t e r i o r ,  y 
como condic iones  de  contorno en 10s t r e s  extremos a b i e r t o s  aguas 
aba jo  10s cauda le s  ca l cu l ados  por  e l  modelo en l a  c o r r i d a  
a n t e r i o r .  Dichas condic iones  de  contorno se exhiben en el  cuadro 
31. Se tom6 tambikn At=6 horas .  
Tiempo Punto 1 
( d i a s j  Z (m) 
Punto 4  Punto 7 Punto 3 1  Punto 44 Punto 48 
z (m) z ( m )  Q ( m 3 / s j  Q (m3/s) Q ( m 3 / s )  
Los r e s u l t a d o s  reproducen 10s de l a  c o r r i d a  a n t e r i o r  con una 
p r e c i s i d n  no tab l e :  en e l  cuadro 32 se i nd i can  10s v a l o r e s  
cornplementarios obtenidos en 10s extremos ( cauda le s  donde se dan 
n i v e l e s  y n i v e l e s  donde se dan c a u d a l e s ) .  Comparados con 10s 
v a l o r e s  d e l  cuadro 2 8 ,  q u e  son 10s tornados en l a  c o r r i d a  o r i g i n a l  
como condiciones  de contorno,  l a  p r e c i s i b n  es muy a l t a :  en  todos  
10s c a s o s  e l  e r r o r  no l l e g a  a 1  1% n i  e n  10s c a u d a l e s  n l  en 10s 
n i v e l e s  ( p a r a  c a l c u l a r  e l  e r r o r  en  este c a s o  hay que c o n s i d e r a r  
l a s  a l t u r a s  desde  e l  fondo d e l  c a u c e ) :  I 
Cuadro 32 
Condic iones  c m ~ l e m e n t a r i a s  a las de cun to rno  en los extremos 
Tiempo Punto 1 Punto  4 
( d i a s )  Q ( m 3 / s )  & ( m 3 / s )  
Pa ra  comparar 10s e s t a d o s  de  ambos modelos en e l  t iempo 4 se 
i n d i c a n  en  e l  cuadro  33  10s v a l o r e s  o b t e n i d o s  en  e s t a  c o r r i d a :  
Pun to  
- - 
25 26 27 28 29 313 9 1  52 Pun to  
- 
Pun to  4 1  42 43 44 45 46 47 48 
c )  E l  exper imento  s i g u i e n t e  c o n s i s t e  e n  c e r r a r  10s extremos 1. 
' *h 
4 ,  44 y 4 8 ,  d e  mod0 que e l  f l u j o  es en  un tramo simple (con dos  
b i f u r c a c i o n e s  a l r e d e d o r  de  i s l a s ) .  E s t a  s imulac idn  es G t i l  cuando 
se q u i e r e  a n a l i z a r  l a  p o s i b i l i d a d  de e l e g i r  en  un d e l t a  un tramo 
p r i n c i p a l  de  r l o ,  y eventualmente  r e c t i f i c a r l o .  Las c ond i c iones  de  
con torno  son l a s  i n d i c a d a s  en  e l  cuadro  34  (puede o b s e r v a r s e  que 
e n  este exper imento  se usan como c ond i c ione s  de  c on to rno  aguas  
a b a j o  n i v e l e s  y c a u d a l e s ) .  E l  paso  de  t iempo f u e  de  1 d i a .  
Cuadro 34 
G o n d i c i o n e ~  k contorrlo Pa r a  c o r r i d a  de cierre & extremos 
abier-t .os.  
Tiempo Punto  1 Funto 4 Punto 7 Punto 3 1  Pianto 44 Punto  48 
( d i a s )  Q ( m 3 / s )  & ( m 3 / s )  Q (m3/s) Z ( m )  Q (rn3/s) Q ( m 3 / s )  
0 1000  1000 1000 1 0 8 . 3 0  1732 630  
10 0 0 3000 1 1 1 . 3 0  0 0 
2 0 0 0 3000 1 1 1 . 3 0  0 0 
E l  modelo e n t r a  rApidamente e n  e s t a d o  e s t a c i o n a r i o :  e l  c i e r r e  
f i n a l i z a  e l  d i a  1 0 ,  y ya e l  d i a  1 3  10s r e s u l t a d o s  d i f i e r e n  d e  10s 
i nd i cad o s  en  e l  cuadro  35 ( d i a  16)  en  a  l o  sumo 1 m 3 / s  o  1 
""- :1 
Obse5rvese e l  remanso muerto que se forma en 10s t ramos 1 - 3 ,  4-6.  
42-44 y '45-48 en  e l  d i a  10 ( c ua d ro  3 6 ) :  
Cuadro 35 
!hh&. estabillxado rn &lo un e x t r e m o  abj  erta aauas . . 
a r r i  ba y a t r o  aguas aha-io 
Punto 9  10  11 1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  
Punto 17 1 8  1 9  20 2  1 22 2 3  24 
2 (m) 1 2 4 , 8 4  1 2 4 , 5 3  1 2 4 , 2 2  1 2 4 , 2 2  1 2 3 , 0 4  1 2 1 , 7 4  1 2 1 , 7 4  1 2 1 , 3 5  
Q ( m 3 / s ) 1 5 2 5  1525  1525  3000 3000 3000 1540  1540  
Punto 2 5  26 27 28 29 30 3 1  32 
2 ( m )  1 2 0 , 9 5  1 2 0 , 9 5  1 1 9 , 3 9  1 1 7 , 5 6  1 1 7 , 5 6  1 1 5 , 1 2  1 1 1 , 3 0  1 2 5 , 1 4  
Q ( m 3 / s ) 1 5 4 0  3000 3000 3000 3000 3000 3000 1475  
Punto 3 3  3 4  35  36 37  38 39 40 
( m >  1 2 4 , 9 7  1 2 4 , 8 0  1 2 4 , 6 2  1 2 4 , 6 2  1 2 4 , 4 2  1 2 4 , 2 2  1 2 1 , 7 4  1 2 1 , 3 5  
Q ( m 3 / s ) 1 4 7 5  1475  1475  1475  1475  1475  1460  1460  
Punt o 4 1  42 43 44 45 46 47 48 
2 (IU) 1 2 0 , 9 5  1 2 4 , 6 2  1 2 4 , 6 2  1 2 4 , 6 2  1 1 7 , 5 6  1 1 7 , 5 6  1 1 7 , 5 6  1 1 7 , 5 6  
Q (m3/s) 1460 0  0 0 0 0  0  0 
Cuadro 36 
Ikc?ah del modelo inmedi atamente  desvu&a d&l cierre J d i  a 
Punto 
Punto 
Punto  17  1 8  19  20 
Punto 
z (m> 1 2 4 , 6 5  1 2 4 , 4 7  1 2 4 , 2 9  1 2 4 , 2 9  1 2 4 , 0 9  1 2 3 , 9 0  1 2 1 , 4 2  1 2 1 , 0 3  
Q ( m 3 / s ) 1 4 6 7  1466  1465  1464  1463  1462 1444  1443  
Punto 4 1  42 43 44 45 46 47 48 
z (m) 1 2 0 , 6 3  1 2 4 , 2 9  1 2 4 , 2 9  1 2 4 , 2 9  1 1 7 , 2 5  1 1 7 , 2 5  1 1 7 , 2 5  1 1 7 , 2 5  
Q ( m 3 / s )  1442  1 0 0 1 1 0 0 

C u a d r o  38 
Resultadus k corrjda QXL s j  sterna reaulado- 
Tiempo 2% 
(di-1 (m) 
d) Por Gltimo, se realizb, con las mismas condiciones iniciales 
de antes, la simulacibn de una crecida importante en un sistema 
con control en todos 10s extremos, aguas arriba y aguas abajo. En 
las primeras doce horas el caudal aguas arriba crece linealmente 
de 3000 a 6000 m3/s, para lo cual el caudal del punto 1 pasa de 0 
3 
a 3000 m /s, pues se considera gue la capacidad de ingreso de 
caudal (controlable) esta colmada en el punto 7 con 10s 3000 m3/s 
que ya fluyen. En las segundas duce horas del dia el caudal crece 
linealmente de 6000 a 9000 m3/s, y ahora se "abre" el punto 4, 
pues se considera agotada tarnbien la capacidad de flujo 
controlable a trav&s del punto 4. El nivel en el punto 31 se 
mantiene constante (se supone que rnantener ese nivel es una 
consigna), y se permite el paso de caudal por el punto 44 y, 
cuando el caudal de entrada supera 10s 3000 m3/s, por el punto 48, 
3 
en este caso hasta 1000  m / s .  Con estos caudales se opera un dia 
mAs. Entre el segundu y el tercer dia se vuelve a la situacidn 
inicial, pero ahora decreciendo el flujo en 10s puntos 1 y 4 en 
forma simulthnea, y se mantiene esta situacibn un dia mAs Esto 
queda indicado en el cuadro 39: 
Cuadro 39 
. . Condlclones d e  con to rno  p a a  ~ r e c i d a  impor t an t e  
T iempo 
i Q4 Q7 
( d i a s )  (m3/s) ( m 3 / s )  ( m 3 / s )  ( m )  
40. Puede Los r e s u l t a d o s  d e  l a  c o r r i d a  se i n d i c a n  en e l  cuadro  
o b s e r v a r s e  l o  s i g u i e n t e  : 
i)  Durante un c o r t o  pe r i odo  e l  c a u d a l  cambia de  s e n t i d o  en  e l  
t ramo e n t r e  10s puntos  37 y 39, deb ido  a  l a  brusquedad de  l a  
c r e c i d a .  
i i )  E l  c o n s i d e r a b l e  c auda l  que l l e g a  a p a s a r  p o r  e l  punto  44 
l l e v a  l a  ve loc idad  a  v a l o r e s  muy a l t o s ,  pe ro  s i n  que  po r  e l l o  e l  
rggimen d e j e  de  ser s u b c r i t i c o .  S i  &sta f u e r a  una s imu lac i6n  d e  un 
c a s o  r e a l ,  d e b e r i a  probablemente p e n s a r s e  en o t r o  t i p o  d e  
d i s t r i b u c i i n  de  c a u d a l e s  aguas  a b a j o .  
iii) Los n i v e l e s  en  10s puntos  1 y 4 son extremadamente 
s e n s i b l e s  a 10s cambios de  cauda l :  p a s a r  d e  c a u d a l  n u l o  a  3000 
3 
m /s cambia e l  n i v e l  c a s i  17  m en  e l  punto  1 y 1 4  m en  e l  punto  4 .  
i v )  E l  sistema se r e e s t a b i l i z a  rapidamente :  e l  d i a  4  10s v a l o r e s  
d e  las  v a r i a b l e s  ya son muy s i m i l a r e s  a  10s i n i c i a l e s ,  pe se  a que 
hace  apenas  un d i a  que las cond i c iones  de con torno  no v a r i a n .  
Cuadro 40 
R e s W  ck la corrida can crecida im~ortante L A M  horas) 
Tiempo Z, 
W a s )  (m) 
Qse z44 
( m 3 / s )  (m) 
I Y. CONCLUST ONES 
Se ha probado que:  
a )  Las r e d e s  f l u v i a l e s  un id imens iona les  con e s t r u c t u r a  
a r b o r e s c e n t e ,  c u a l q u i e r a  s e a  s u  comple j idad ,  se pueden mode l iza r  
con un metodo i m p l i c i t 0  d e  pr imer  orden con l a  misma e f i c i e n c i a ,  
en  tiempo de  cAlculo  y memoria de  computadora d i s p o n i b l e ,  que 10s 
modelos de  t ramos s im p le s  con i g u a l  ndmero de  pun to s  d e  
d i s c r e t i z a c i b n .  En e f e c t o ,  l a  memoria n e c e s a r i a ,  t a n t o  p a r a  t ramos 
simples como p a r a  r e d e s  a r b o r e s c e n t e s ,  es de a l r e d e d o r  d e  6n 
p a l a b r a s  p a r a  almacenar 10s s u c e s i v o s  A y b de  10s sistemas Ax=b 
que  es n e c e s a r i o  r e s o l v e r  e n  cada  paso de  t i empo ,  y l a  c a n t i d a d  de  
ope rac io n es  es de  a l r e d e d o r  de  18n ope ra c ione s .  Los exper imentos  
num&ricos con modelos s i m p l i f i c a d o s  p a r a  10s c u a l e s  hay s o l u c i d n  
a n a l i t i c a  d i e r o n  r e s u l t a d o s  con e l  mismo grado  de p r e c i s i o n  que 
10s r e a l i z a d o s  p a r a  t ramos s im p le s ;  se exhiben tambien numerosos 
experirnentos con r e d e s  f l u v i a l e s  a r b o r e s c e n t e s  s i m i l a r e s  a l a s  que 
se pueden e n c o n t r a r  en  f a  r e a l i d a d .  
b )  Las r e d e s  f l u v i a l e s  un id imens iona les  d e l t a i c a s ,  c u a l q u i e r a  
sea su co mp le j i d ad , s e  pueden model izar  con un mGtodo i m p l l c i t o  de  
p r imer  orden con una e f i c i e n c i a  que ,  s i  bier1 es menor que  en a ) ,  
es de  t o d o s  modos muy a c e p t a b l e .  En e f e c t o ,  l a  memoria n e c e s a r i a  
p a r a  almacenar l a  m a t r i z  A y e l  v e c t o r  b es d e l  orden d e  6n+tZ;  
como t es b a s t a n t e  menor que n, e s o  s i g n i f i c a  una s e n s i b l e  
d isminucihn d e  l a  memoria n e c e s a r i a  pa r a  almacenar e l  s i s t e m a  
2 
cornpleto, que es n . Y en  cuan to  a1 nrimero d e  ope ra c ione s ,  es d e l  
o rden  de  28n + t 3 /3 ,  que t a m b i h  i n d i c a  una m e jo r i a  c o n s i d e r a b l e  
3 
r e s p e c t o  de 10s n / 3  n e c e s a r i o s  p a r a  e l  sistema cornpleto. Tambien 
se r e a l i z a r o n  exper imentos  con modelos s i m p l i f i c a d o s  d e  10s c u a l e s  
se conocen s o l u c i o n e s  a n a l i t i c a s ,  con r e s u l t a d o s  s i m i l a r e s  a 10s 
a n t e r i o r e s ,  y experirnentos con r e de s  f l u v i a l e s  complejas  ana logas  
a r e d e s  r e a l e s .  
c )  Se h i c i e r o n  e s t u d i o s  h e u r i s t i c o s  de  l a  e s t a b i l i d a d  num6rica 
de  l a  m a t r i z  A ,  que muestran s u  buen condic ionamiento  en 
c i r c u n s t a n c i a s  h b i t u a l e s ;  se p l a n t e d  f igurosamente  e l  esquerna de  
Preissmann en  e l  marco de  l a  t e o r i a  de  Lax y Richtmyer;  en  e l  
apend ice  I se muest ra  una implementacihn d e l  mgtodo i t e r a t i v o  6e 
l a s  p royecc iones  d e  Kaczmarz, d e  convergenc ia  a s e gu ra da ,  y uca 
modi f icac ibn  d e l  rnismo; en este c a s o ,  10s r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  
o b l i g a n  a d e s a c o n s e j a r  e l  us o  d e  e s t o s  mktodos e n  la  r e s o l u c i d n  
numkrica d e  l a s  e cu a c ione s  d e  aguas  poco p rofundas .  
d )  Los programas computacionales  e l a b o r a d o s ,  que  se a d j u n t a n ,  no 
son programas v a l i d o s  so lamente  p a r a  experirnentos num@ricos 
t e b r i c o s :  son  programas e l a b o r a d o s ,  p a r a  uso  inmedia to  en  modelos 
r e a l e s ,  t a n t o  para a j u s t e  y v a l i d a c i d n  d e  10s mismos como p a r a  su 
e x p l o t a c i b n  numerics . 
L a s  i n v e s t i g a c i o n e s  r e a l i z a d a s  se pueden p r o s e g u i r  en v a r i a s  
d i r e c c i o n e s ;  por  e jemplo:  
a )  Modelos d e  r e d e s  f l u v i a l e s  con fondo mdvi l .  Pa ra  e s t o  hay que 
a n a l i z a r ,  desde  e l  pun to  de v i s t a  matemAtico y tambier1 desde  e l  
punto  d e  v i s t a  f i s i c o ,  l a s  e c ua c ione s  de  c o m p a t i b i l i d a d  d e  l o s  
n i v e l e s  d e l  fondo d e l  l e c h o ,  y s u  d i s c r e t i z a c i d n  numerics. 
b )  Modelos d e  r e d e s  f l u v i a l e s  en rkgirnen s u p e r c r l t i c o .  Para e s t a  
p a r e c e r i a  en pr imera  i n s t a n c i a  n e c e s a r i o  a s e g u r a r s e  de  que e l  
nfimero de  co n d i c io n e s  de  c on to rno  no este sobredimensionado:  e l  
nQmero de  ext remos a b i e r t o s  aguas  a b a j o  ( e n  10s c u a l e s  no s e  da 
ninguna co n d i c id n  de  c on to rno )  d e b e r i a  ser i g u a l  a1 de  ext remos 
aguas  a r r i b a  ( en  10s c u a l e s  se dan dos  c ond i c ione s  d e  c on to rno )  o 
d e b e r i a  v a l e r  a lguna  r e s t r i c c i * n  e q u i v a l e n t e .  Probablemente l a  
condic ihn  d e  S t o k e r  ( 1 2 . 2 )  deba ser reemplazada por  l a s  ecuac iones  
(13), pues  no se pueda a c e p t a r ,  en  regimen s u p e r c r i t i c o .  l a  
s i m p l i f  i c a c i b n  ( 1 2 . 2 ) .  
C )  Propagacibn d e  d i s c o n t i n u i d a d e s  en  r e d e s  f l u v i a l e s  ( p a r  
e jemplo ,  r o t u r a  b r u sc a  de  un d i q u e ) .  E s t e  enfoque i n c l u y e ,  como 
c a s o  p a r t i c u l a r  p e r o  muy im por t a n t e  y s i g n i f  i c a t i v o ,  e l  a n a l i s i s  
d e l  problerna de Hiemann p a r a  r e de e  f  l u v i a l e s .  
d )  Modelos de  r e d  f l u v i a l  con cambio de  regimen ( s u b c r f t i c o  a 
s u p e r c r i  t i c o  o s u p e r c r i  t i c o  a s u b c r l  t i c o )  dul-ante l a  s imu lac ibn ,  
en  a l eu n o s  t r amos .  Uno de  l o s  problemas im por t a n t e s  en e s t o s  
modelos es la asignacibn din6mica de condiciones de contorno: 
el momento en que hay un cambio de rbgimen, deberA haber un 
cambio de condiciones de contorno. 
f) Modelos de red fluvial en donde hay un "cruce" de canales, es 
decir , donde hay 4 puntos i, j , k, 1, en que valen las condiciones 
arnpliadas 
donde sg(i), sg(j), sg(k), sg(1) vale mAs uno o menos uno 
dependiendo del sentido que se asigna a1 flujo en cada uno de 10s 
cuatro cauces que confluyen (ver figura 23). Estos cruces se 
pueden ver, por ejemplo, en ciertas zonas del delta del rio 
Paran&; en particular, este autor diseKb e implement6 en 1977 un 
modelo que fue aplicado a1 estudio de un tramo del rio ParanA de 
las Palmas por un grupo de trabajo dirigido por 19. Sradowczyk. Los 
experimentos realizados , sin datos a justados , permitieron detectar 
inconsistencias en 10s ceros de 10s hidrbmetros, que fuernn 
ratificados despu5s en una campaEa ad-hoc. El modelo no tiene 
optimizacibn de tiempo de calculo ni de memoria. 
g) AnAlisis de otros algoritrnos de resolucibn eficiente del 
sistema A x = b  . Los algoritmos diseiTados en este trabajo se basan 
en el estudio de las redes fluviales y su estructura como grafos, 
es decir, la matriz A se arma en funcibn de una determinada 
distribucibn de los puntos de discretizaci6n sobre la red fluvial. 
Es interesante probar algorit~~os que arman la matriz A en forma 
automAtica - por ejemplo, el algoritmo de Cuthill-McKee revertido 
o mktodos de diseccibn anidada - tratando de que sea lo mas 
eficiente posible y sin saber de donde proviene la matriz; a1 
respecto, puede verse, por ejemplo, el libro de George y Liu 
C19811, con la salvedad de que 51-16 algoritmos deben adaptarse a 
matrices no simbtricas. Esto no es un inconveniente grave, pues no 
es necesario buscar otro pivote que el diagonal en las 
eliminaciones de Gauss que se utilizan. 
APEMDI CES 
APENDICE 1 
ANALISIS DE UN METODO ITERATIVO CDE LAS PROYECCIONESI 
A1 .1 . EL METODO DE LAS PROYECCIUNES 
E l  m&todo de  l a s  p royecc iones  f u e  ideado por  Kaczmarz e n  l a  
dkcada d e l  t r e i n t a ,  y permanecid m a s  o menos ignorado h a s t a  que  
comenz6 a ser usado e n  a p l i c a c i o n e s  d e l  Algebra  l i n e a l  a 
tomogra f ia  cornputada ( l a  l lamada " t k n i c a  de  r e c o n s t r u c c i i n  
a l g e b r a i c a "  o ART - a l g e b r a i c  r e c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e ) ,  y se 
ex t e n d id  a a p l i c a c i o n e s  e n  op t im iz a c ibn .  Una d e s c r i p c i b n  muy 
completa de  g e n e r a l i z a c i o n e s  d e l  mktodo de  l a s  p roye c c iones ,  10s 
l lamados "m&todos d e  acc idn  s o b r e  f i l a s "  (row a c t i o n  methods) 
puede v e r s e  en  Censor [1981]. En c ua n to  a1 metodo i t e r a t i v o  d e  
Kaczmarz propiamente  d i c ho ,  s u  idea es rnuy s im p le :  dada una 
s o l u c i d n  i n i c i a l  xo d e l  sistema A x  = b, l a  s i g u i e n t e  aproximacibn 
x s e  o b t i e n e  proyectando l a  pr imera  aproximaci6n s o b r e  un 
i 
h i pe r p l an o  aixi=bi, donde ai es l a  i - s ima f i l a  de l a  m a t r i z  A ,  y 
a s 1  suces ivamente ,  e l i g i e n d o  de  a l g u n a  manera l a s  f i l a s  i p a r a  l a  
proyeccif in en  10s h i p e r p l a n o s  que  de te rminan ,  d e  mod0 que a 1  
t e rm in a r  un c i c l o  ( d e  n i t e r a c i o n e s ,  s i  l a  m a t r i z  es d e  orden n )  
se haya p royec tado  s o b r e  t odos  10s h i p e r p l a n o s .  Una demostrac i6n 
(muy e l e g a n t e ,  p o r  c i e r t o ) ,  de  l a  convergenc ia  de este a l g o r i t m o  
puede v e r s e  en  e l  l i b r o  d e  G a s t i n e l  [196614. 
En l a  implementacifin d e l  a l g o r i t m o  de  Kaczmarz p a r a  10s 
exper imentos  que hemos r e a l i z a d o  se ha compactado l a  m a t r i z  A 
mediante un s i s t e m a  de  pun t e ro s  e f i c i e n t e  y de implementacidn 
s e n c i l l a ,  que  ademas se p r e s t a  na tu r a lm e n te  pa r a  s u  uso  en e s t o s  
a l go r i tmo s  de  a c c i h n  p o r  f i l a s  , y se d e s c r i b i r A  m A s  a d e l a n t e .  Se 
podrA o b s e r v a r  que l a  l e n t i t u d  d e l  mktodo hace  i m p r a c t i c a b l e  e l  
uso d e l  mismo, ex cep t0  con p r o p d s i t o s  de  i n v e s t i g a c i d n  t e 6 r i c a .  
Tampoco mejora ra  l a  s i t u a c i d n  mediante una modification s u g e r i d a  
p o r  e l  t i p o  d e  ecuac iones  de  l a  m a t r i z  A c o r r e s pond i e n t e  a  l a  
d i s c r e t i z a c i d n  d e  Preissmann de  l a s  ecuac iones  de  Saint -Venant :  si 
se c o n s i d e r a n ,  en l u g a r  de 10s h i p e r p l a n o s  determinados  pox- cada  
f i l a  de  l a  m a t r i z  A ,  10s s ube s pa c io s  de  dirnensidn n-2 de te rminados  
por  10s pares de h ipe rp l anos  co r r e spond ien te s  a la  d i s c r e t i z a c i d n  
de d icho  p a r  de  ecuaciones  de Saint-Venant en e l  i n t e r v a l 0  e n t r e  
puntos  de d i s c r e t i z a c i d n  con t iguos ,  se podr i a  t a l  vez e s p e r a r  qus 
e s t o s  subespacios  e s t h  mAs "separados"  Iangularmente) uno de 
o t r o ,  y s i  e l  t iempo necesa r io  p a r a  c a l c u l a r  la  i n t e r s e c c i d n  f u e r a  
pequeRo en comparacibn con l a  i t e r a c i d n  de un h ipe rp l ano  a1 p a r ,  
s e  podr ia  r e d u c i r  e l  tiempo de i t e r a c i o n e s  h a s t a  c a s i  l a  mitad 
(pues  ahora s e  h a r i a n  n/2 i t e r a c i o n e s  en vez de  n ) .  Los 
experimentos r e a l i z a d o s  ind ican  que tambi&n esta modif icaci6n debe 
r echaza r se :  no s e  n o t a  ninguna mejor ia .  
Pasemos entonces  a a n a l i z a r  10s mktodos de las proyecc iones .  
Sea Ax=b e l  s i s t ema  que se q u i e r e  r e s o l v e r .  Sea ai l a  i - s i m a  
f i l a  de l a  ma t r i z  A (de orden n ) ,  y sea b=(b l ,  . . . ,  bn)  e l  l ado  
derecho de l a  ecuacibn.  Entonces,  dada una aproximacibn i n i c i a l  
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x de l a  so luc ibn  d e l  s i s t ema ,  l a  i t e r a c i b n  t i p i c a  s e r A  
donde 
ik E [ l , .  . . ,n 1 
ai e s  l a  ik-sima f i l a  de  l a  mat r i z  cuadrada A 
k 
< , > i n d i c a  e l  producto e s c a l a r  en Rn 
h ipe rp l ano  
a, L a  suces i an  de  i n d i c e s  { ikIk=* segGn l a  c u a l  se e l i g e n  l a s  f i l a s  
de  l a  mat r i z  A se denomina suces ibn  c o n t r o l  ( e n  e l  paso 
i t e r a t i v o  k + k + l  se usa  l a  f i l a  ik). L a  suces ibn  de  c o n t r o l  m6s 
n a t u r a l  es po r  supues to  ik = k (mod n )  + 1 ( c o n t r o l  c i c l i c o ) ,  que 
e s  l a  que hemos u t i l i z a d o .  Se puede observar  que 10s /lai 11' se 
k 
c a l c u l a n  una s o l a  vez cada uno y ,  s i  l a  ma t r i z  A es r a l a  (que es 
justamente e l  ca so  que i n t e r e s a )  son muy pocas las cuurdenadas en 
tk, tk-i, que x d i f e r i r h  de x - Por cons igu ien t e  es engaKoso t e rmina r  
l a  i t e r a c i b n  cuando dos i t e r a c i o n e s  s u c e s i v a s  d i f i e r e n  e n t r e  si en 
menos de  un E dado; es mas razonable  a segura r se  de  que l a  
d i f e r e n c i a  e s  pequeKa despu&s de que se modif icaron t o d a s  l a s  
coordenadas de  x, y por  cons igu ien t e  se toma como c r i t e r i o  pa ra  
t e rmina r  l a  i t e r a c i d n  e l  de que 
pa ra  un E dado su f i c i en t emen te  pequeEo. 
La ma t r i z  A se r ep re sen ta  por medio d e l  s i g u i e n t e  esquema de 
pun te ros ,  que puede v e r s e  en  l a  amplia reseF5a de Pooch y  Nieder 
[I9731 de desc r ipc idn  de ma t r i ce s  r a l a s  mediante pun te ros .  E s  
"o r i en t ado  po r  f i l a s " ,  como corresponde a e s t e  ca so ,  y de f A c i l  y 
e f i c i e n t e  implementacidn: 
J Bastan t r e s  v e c t o r e s :  v E wn, w e INJ ,  y z E R , donde J i n d i c a  
e l  n ~ m e r o  t o t a l  de  elementos no nu los  de  l a  mat r i z  A ,  y cuyos 
s i g n i f i c a d o s  son 10s s i g u i e n t e s :  
v [ i ]  es e l  ndmero de elementos no nulos  de  l a  f i l a  i .  
w[j] es l a  ub icac ibn  d e l  j-simo elemento no nu10 de l a  mat r i z  A 
en l a  f i l a  a l a  c u a l  pe r t enece ,  e s  d e c i r  en l a  f i l a  k t a l  que 
z [ j J  es e l  v a l o r  d e l  elemento no nu10 co r r e spond ien te .  
La matriz A se construirA del siguiente modo: la incbgnita AQ., 
J 
cuando v. pertenece a1 nodo de confluencia v j , v k , v j  se 
J 
reemplaza por AQj-%+AQk (si se trata de un nodo de afluencia),o 
por AQji-AQk - (si se trata de un nodo de efluencia). Los niveles 
AZ. y AZk se reemplazan por AZ. - 
J P i  
De tal modo, si n es el ndmero total de puntos, t el de nodos de 
confluencias, y s el de extremos abiertos, el orden de la matriz A 
serA 
Es decir, no se introducen entre las ecuaciones de la matriz las 
ecuaciones 
+ 
AQi-, - AQ, 1 AQ. 
pues se usan directamente para disminuir el tamaRo de la matriz A .  
Interesa (y en particular serd necesario en el uso del m&todo 
modificado de Kacmarcz, que se verA en el parAgrafo siguiente) 
asegurarse de que el orden de A es par. Sea ahora m el numero 
total de tramos simples. Demostrarernos por tanto el siguiente 
LEHA: s es par si y s6lo si t es par. 
Jl-: El numero total de todos 10s puntos extremos de 
10s tramos de la red fluvial es s+3t (pues a cada punto de 
confluencia corresponden tres puntos extremos cerrados), y gste es 
un ndmero par pues hay dos puntos extremos por tramo simple: 
s+3t=2m. (Este resultado ya se vio en la seccibn 15). Como la 
paridad de t coincide con la de 3t, queda dernostrado. 0 sea, el 
orden de la matriz es 2(n-m). I 
En la programzci6n de la estructura de punteros de A ,  asi como 
en la del mstodo de Kacmarcz, usaremos 10s conocimientos que 
tenemos de la estructura de A, y que podemos resumir en el 
siguiente 
LEMA: Cada f i l a  de A t i e n e  tres, c u a t r o  o c inco  elementos 
d i s t i n t o s  de  c e r o .  Cuando una f i l a  t i e n e  tres elementos d i s t i n t o s  
de  c e r o ,  son cont iguos .  S i  t i e n e  c u a t r o  elementos d i s t i n t o s  de  
c e r o ,  a 1  menos t r e s  de  e l l o s  son cont iguos .  Y s i  t i e n e  c inco  
elementos d i s t i n t o s  de c e r o ,  exactamente uno e s  a i s l a d o  (no 
cont iguo de ninguno de 10s o t r o s  c u a t r o ) .  Ademas, las f i l a s  t i e n e n  
esa e s t r u c t u r a  de  a p a r e s .  
DEMOSTRACION: 
L a s  f i l a s  de tres elementos corresponden a i n t e r v a l o s  (i , i+l)  
pa ra  10s c u a l e s  i o i + l  es un punto extremo a b i e r t o  ( y  por 
cons igu ien t e  una de l a s  i n c d g n i t a s  AQi, AZi, AQi+%, AZi+i, con s u  
cor respondien te  c o e f i c i e n t e ,  pasa  a 1  lado  de recho) .  Queda una f i l a  
de  l a  forma 
segdn sea conocido como condicibn de contorno e l  cauda l  en i, e l  
n i v e l  en i ,  e l  cauda l  en i+l o e l  n i v e l  en i + l ,  respec t ivamente .  Y 
andlogamente o t r a  f i l a  con 10s c o e f i c i e n t e s  Bkqi,  k=1,..5. 
L a s  de c u a t r o  e lementos ,  s i  son c o n t i g l ~ o s ,  corresponden a 
i n t e r v a l o s  ( i , i + l )  i n t e r i u r e s  de un trarno s imp le ,  de l a  forma 
y s i  alguno no l o  e s ,  a i n t e r v a l o s  ( i ,  i+l) en  10s c u a l e s  uno de  
10s puntos es un extremo ce r r ado ,  y e l  o t r o  un punto i n t e r i o r .  
S i  e l  extremo c e r r a d o . e s  i ,  s e  t r a t a r d  d e l  primer i n t e r v a l 0  de 
un tramo e f l u e n t e ,  y l a  f i l a  s e r A  
donde el punto de confluencia a1 cual pertenece i es {j-l,i,j], 
segdn sea en la numeracibn .j<i o i<j. El modelo no admite, para 
evitar complicaciones computacionales relacionadas con un caso muy 
inusual, la posibilidad de que i e i+l Sean extremos cerrados, (ni 
uno cerrado y otro abierto, es decir que no admite tramos simples 
de solamente dos puntos de discretizacidn). AnAlogarnente, si el 
extremo cerrado es i+l, la fila serA 
donde el punto de confluencia a1 cual pertenece i+l es 
(j-l,i+l,j), seg6n sea en la numeracibn j > i + l  o i +  Lo mismo 
vale, por supuesto, para la fila con 10s B p i ,  k=lJ...,5. 
-, 
Finalmente, las filas con cinco elementos distintos de cero 
tienen siempre un elernento ai~lado y cuatro elementos contiguos. 
Son las correspondientes a 10s tramos (i,i+l) tales que i es un 
extremo cerrado. Son de la forma 
segbn j<i o j>i, respectivamente, donde j es el dltimo punto de 
discretizacidn del tramo afluente cuya confluencia con el tramo 
principal es el nodo de afluencia {i-l,j,i], o 
segbn .j<i o j>i, respectivamente, donde j es el primer punto de 
discretizacidn del tram0 efluente cuya confluencia con el tramo 
principal es el nodo de efluencia {i-l,j,i). Naturalmente, existe 
la ecuacidn andloga con 10s Bki, k=1, . . .  5 .  
A1.2. EXPERIMENTOS CON EL METODO DE LAS PROYECCIONES 
P a r a  comparar 10s t iempos d e  c a l c u l o  d e l  mktudo d e  Kaczmarz con 
10s d e  10s o t r o s  metodos usados ,  se h i c i e r o n  dos  t i p o s  de  prueba:  
se c o r r i f i  e l  mode10 con l a  r e d  a r b o r e s c e n t e  de  l a  s e c c i b n  11, p a r a  
comparar este mgtodo con e l  usado en  l a  pr imera  p a r t e  d e  este 
t r a b a j o ,  y luego  se c o r r i d  con l a  r e d  f l u v i a l  i n d i c a d a  en l a  
f i g u r a  22 y d e s c r i p t a  en e l  cuadro  24,  p a r a  comparar l o s  d i s t i n t o s  
m&todos usados p a r a  r e d e s  d e l t a i c a s .  
P a r a  l a  c o r r i d a  con l a  r ed  f l u v i a l  a r b o r e s c e n t e  d e  14  punt,os se 
u s 6  un l i m i t e  de 32.000 i t e r a c i o n e s .  En pr imer  l u g a r  se r e a l i z i  
una c o r r i d a  de  e s t a b i l i z a c i h n  con ~ = O , 0 0 1 ,  p a r t i e n d o  de  l a s  
cond i c io n es  i n i c i a l e s  dadas e n  e l  cuadro  8 .  Esta c o r r i d a  no 
conve r g id ,  es d e c i r ,  para 32'000 i t e r a c i o n e s  t o d a v i a  e l  e r r o r  e n t r e  
dos c i c l o s  de  i t e r a c i o n e s  es mayor que 0 ,001 .  Para  r e a l i z a r  l a s  
32000 i t e r a c i o n e s  e l  modelo empleb 3 minutos ,  aproximadarnente. 
Es t o  es ya  rnuy preocupan te ,  pues  0 , 0 0 1  no es una e x i g e n c i a  
desmedida, y 3 minutos es mucho tiernpo p a r a  un i n t e r v a l 0  de  
cAlcu lo .  Se d e c i d i b  en tonces  t e s t e a r  l a  bondad de  10s r e s u l t a d o s  
con un E menor; se tom6 ~ = 0 , 0 1  y se v o l v i 6  a c o r r e r  e l  modelo 
p a r a  e s t a b i l i z a r l o .  En este c a s o  e l  promedio po r  i n t e r v a l 0  de  
t iempo de cAlculo  f u e  de  3 segundos ,  p a r a  una c o r r i d a  de  20 d i a s  
con un i n t e r v a l 0  de cAlculo  d e  1 d i a  (es im por t a n t e  i n d i c a r  
cuhn tos  d i a s  se c o r r i e r o n ,  pues en  e s t a  y o t r a s  c o r r i d a s  se n o t 6  
que puede h ab e r  cambios muy bruscos  e n  l a  c a n t i d a d  de  i t e r a c i o n e s  
n e c e s a r i a s  p a r a  r e s o l v e r  e l  s i e t e m a ,  s i n  que haya ningfin cambio 
e s p e c i a l  d e  l a s  co n d i c ione s  de  con torno  que l o  j u s t i f i q u e ) ,  Se 
ob t uv i e r o n  10s r e s u l t a d o s  i nd i c a dos  e n  e l  cuadro  41,  que, 
comparados con 10s v a l o r e s  e s t a c i o n a r i o s  d e l  cuadro  9 i n d i c a n  
exces iv a  t o l e r a n c i a ,  pues no se l l e g d  a h  a 1  e s t a d o  e s t a c i u n a r i o :  
Cuadro 41 
Aprosimacihn d estadc? e s tnc io r t a r io  e n  2Q d i a S  cum r = 0 . 0 1  
- 
Punto 1 2  3 4  5 6  7 8 
Cota ( m )  112,28 110,32 108,46 106,61 112,86 111,57 110,29 109,10 
Punto !3 10 11 12 13 14  
Cota (m) 107,90 106,61 106,61 104,98 102,90 100 ,00  
Cabe observar  que en un mktodo i t e r a t i v o  10s t iempos de c % l c u l o  
pueden v a r i a r ,  dependiendo de  l a  bondad de l a  i t e r a c i b n  i n i c i a l  en 
cada paso de tiempo. Asi, puede convenir  d i sminu i r  e l  paso 
temporal  A t ,  pa ra  t e n e r  un v a l o r  i n i c i a l  pa ra  l a  i t e r a c i 6 n  
s i g u i e n t e  " m A s  cercano" a l a  so luc ibn  (puks se supone que en 
"menos tiempo" l a  so luc idn  se modif icb menos). Eso s e  comprueba, 
r ea l i zando ,  po r  e jernplo, l a  c o r r i d a  con las condic iones  i n i c i a l e s  
e s t a c i o n a r i a s  ind icadas  en  e l  cuadro 9 ,  y l a s  condic iones  de  
contorno de l a  c o r r i d a  1 ind icada  en  e l  cuadro 12:  con A t = l  d i a  no 
hay convergencia ( p a r a  e l  l i m i t e  de i t e r a c i o n e s  dado) pero con 
At=0,25 de d i a s  s e  ob t ienen  r e s u l t a d o s  con poca p r e c i s i d n ,  pero  
con un tiempo medio por  paso de  tiempo Ae 15 segundos pu r  paso de 
tiempo At. S i  s e  reduce ahora  e l  i n t e r v a l 0  A t  a 0 , l  de d i a ,  e l  
paso de tiempo n e c e s a r i o  pa ra  o b t s n s r  r e s u l t a d o s  p a r a  10s 18 d i a s  
d e l  experimento s e  reduce en promedio a  a l r e d e d o r  de 3 segundos. 
In tu i t i vamen te ,  e l  tomar A t  menor i n d i c a  que l a  v a r i a c i d n  de 
r e s u l t a d o s  e n t r e  dos pasos de tiempo suces ivos  s e r a  menor, y por  
cons igu ien t e ,  tomar e l  r e s u l t a d o  d e l  i n s t a n t e  a n t e r i o r  como 
i t e r a c i d n  i n i c i a l  e s  tamar una mejor aproxirnacibn i n i c i a l .  Pero 
e s t o  s i r v e  cuando estamos en una s i t u a c i d n  "h id r~~d inamicamen te  
a c e p t a b l e " ,  10 c u a l  muchas veces  no es e l  caso  cuando se p a r t e  de 
condiciones  i n i c i a l e s  no cc,nocidas pe r f  e c  tamente , y s e  q u i e r e  
l l e g a r  a  p a r t i r  de e l l a s  a s i t u a c i o n e s  acep tab l e s  (en  g e n e r a l ,  a 
regimenes e s t a c i o n a r i o s ) .  AdemAs, no hemos podido r e s o l v e r  e l  
problema de l a  f a l t a  de y r e c i s i b n  de l o s  r e s u l t a d o s :  p a r a  A t = 0 , 1  
d i a ,  y ~ = 0 ,  001 e l  modelo no converge de e n t r a d a  para  l a  corl- ida 
con l a s  condiciones  de  contorno d e l  cuadro 1 2 .  Y por o t r a  p a r t e ,  
l a s  v a r i a c i o n e s  b r u s c a s  en  e l  nbrnero de  i t e r a c i o n e s  n e c e s a r i a s  
impiden e s t i m a r  t iempos medios d e  c o r r i d a s  c o r t a s  con suf  i c i e n t e  
p r e c i s i b r ~ ,  l o  que  aEade i nc e r t i dum bre  a1 m&todo. 
Por  c o n s i g u i e n t e ,  queda c l a r o  que  este  m&todo no es para nada 
recomendable : en  a lgunos  c a s o s  es t o t a l m e n t e  impract  i c a b l e  , en  
o t r o s  d e b e r i a  ser n e c e s a r i o  cambiar  l a  t o l e r a n c i a  en  una m i s m a  
c o r r i d a ,  en  o t r o s  l a  t o l e r a n c i a  p o s i b l e  pe rm i t e  muy poca 
p r ec i s i 6 r 1 ,  e t c .  En p r i n c i p i o ,  e l  m&todo es muy l e n t o ,  y no pa r ece  
haber  mayores v e n t a j a s  en u a r l o  r e s p e c t o  d e  mGtodos e x p l i c i t o s .  
P a r a  10s r e s t a n t e s  exper imentos  se US& l a  r e d  f l u v i a l  . d e f i n i d a  
en  e l  cuadro  24 e i n d i c a da  e n  l a  f i g u r a  2 2 .  En pr imer  l u g a r ,  se 
t r a t h  de  e s t a b i l i z a r  e l  modelo a  p a r t i r  de  las c ond i c iones  
i n i c i a l e s  d e l  cuadro  25 con l a s  c ond i c ione s  d e  con torno  d e l  cuadro  
Se pudo comprobar l o  s i g u i e n t e :  s i  l a  t o l e r a n c i a  E u t i l i z a d a  
p a r a  i n t e r r u m p i r  l a  i t e r a c i b n  e n  cada  paso de  tiempo es de  0 , 0 2 ,  
d metodo laz provecc iones  B tan l e n t o  a ue  s upe ra  la c a n t i d a d  
m n  de i t e r a c i o n e s  empleada 1 3 ~ 0 0 0 )  ,- . Pasando a  una t o l e r a n c i a  E 
de  0 ,0 5 ,  se l l e g a  a v a l o r e s  e s t a b i l i z a d o s ,  que r e s u l t a n  
i n a d m i s i b l e s  For  l o  c u a l  no puede a c e p t a r s e  como aproximacibn.  
Considerando como minima t o l e r a n c i a  a c e p t a b l e  s = O , O O l ,  se 
d e c i d i b  e v a l u a r  si se podia  e s t a b i l i z a r  e l  modelo (como ya se 
i n d i c 6 ,  l a s  co n d i c io ne s  i n i c i a l e s  son muy poco s a t i s f a c t o r i a s ,  
como se puede comprobar observando l a  l e n t i t u d  de  l a  convergenc ia  
en  e l  modelo d i r e c t o ) .  Pues b i e n ,  c o r r i e n d o  e l  mode10 con un 
i n t e r v a l 0  t empora l  de A t = 0 , 1  d i a ,  y l l e va ndo  e l  numero de  
i t e r a c i o n e s  a n t e s  de l a  i n t e r r u p c i b n  p o r  f a l t a  de  convergenc ia  a 
100000, no se pudo LLegar a La convergencia: a l  l l e g a r  a l a  
100000-N i t e r a c i b n  100000, l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  v a l o r e s  s uc e s ivos  x 
Y xiQooo0 , donde N es e l  tamahYo de  l a  m a t r i z , e s  de 0,01572.  E l  
programa emplea 11 minutos en l l e v a r  a cabo l a s  100000 
i t e r a c i o n e s .  Usando ahora  200000  i t e r a c i o n e s  ( p a r a  l a s  que  e l  
programa emplea 22 minutos) ,  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  v a l o r e s  
aproximados es aun de 0,01113, l o  c u a l  i n d i c a  l a  extrema l e n t i t u d  
d e l  m&t,odo y o b l i g a  a  d e s c a r t a r l o  t o t a lmen te .  
Cabe a c o t a r  que con l a s  mismas condiciones  de  contorno ,  e l  
modelo, tomando l a s  condic iones  i n i c i a l e s  d e l  cuadro 2 7 ,  e s  d e c i r ,  
y a  estabilizado, es prActicamente ins tantAneo,  es d e c i r ,  la  
convergencia es inmediata :  la  aproximacibn i n i c i a l  co inc ide  con la  
so luc ibn  . 
Por o t r a  p a t e ,  tomando como condic iones  i n i c i a l e s  l a s  de dicho 
cuadro 2 7 ,  s e  e f e c t u d  l a  c o r r i d a  de  mareas cuyas condic iones  
i n i c i a l e s  se ind ican  en e l  cuadro 28. Primeramente se i n t e n t &  u s a r  
una t o l e r a n c i a  ~ = 0 , 0 1 ,  con A t = O ,  25 de dia, y e l  procedimiento no 
convergid  (con 32000 i t e r a c i o n e s ) .  Con ~ = 0 , 0 1  y At=0,125 de d i a  
tampoco conve rg i i ;  s61o se pudo e f e c t u a r  l a  c o r r i d a  con ~ = 0 , 0 2  y  
At=0,125.  Se notan e r r o r e s  de  p r e c i s i d n  imyor tan tes ,  debido a l a  
t o l e r a n c i a  t an  permis iva ,  como se i n d i c a  en e l  cuadro 4 2 ,  
cor respondien te  a1 e s t a d o  d e l  sistema e l  d i a  4 (comparar con e l  
cuadro 3 0 ,  en que se us* e l  mktodo d i r e c t o ) .  E l  t iempo promedio 
necesa r io  f u e  de 1 minuto por i n t e r v a l o  temporal .  Cabe i n d i c a r  
que ,  con e s t e  modelo, para  r e a l i z a r  las 32000 i t e r a c i o n e s  
admi t idas  a n t e s  d e  d i s c o n t i n u a r  s e  r equ ie ren  3 , 5  minutos 
aproximadamente, por  l o  c u a l  no s e  cons ider6  razonable  aumentar e l  
nGmero de i t e r a c i o n e s :  s i  para  un modelo con 48 puntos de 
d i s c r e t i z a c i i n  fue ran  necesa r io s  mhs de 3 rninutos po r  i n t e r v a l o  de 
cAlculo ( s i n  por  e s o  g a r a n t i z a r s e  una p r e c i s i d n  adecuada) e l  
mode10 es claramente  i n s e r v i h l e  pa ra  uso i n d u s t r i a l .  
Cuadro 42 
Resultados La c o r r i d a  marea ~ a r a  eL dfa 4 
A1 .3 .  VARI ANTE DEL METODO DE LAS PROYECCI ONES 
Tomemos e l  p a r  de  ecuaciones  l i n e a l e s  co r r e spund ien te s  a 1  
i n t e r v a l 0  e n t r e  puntos  de  d i s c r e t i z a c i f i n  ( i , i + l ) .  
(k) <k-1) En e s t e  caso  x deberB s e r  l a  proyeccidn de x sob re  l a  
va r i edad  l i n e a l  L de dimensibn n-2 formado por  l a  i n t e r s e c c i h n  de 
10s hiperp lanos  <an.,. y> = 
'zi-1 y c a Z i . y >  = b ~ i  e s  d e c i r  tk, tk-1, 
x -x debe s e r  pe rpend icu la r  a 10s r e s p e c t i v o s  hiperplancjs 
homogkneos, 
tk) tk-i,  
x - x 1 <a2i -1 .  y > = ~  
es d e c i r ,  
tk) tk-1)- tk) 
x -x - A  a 
I k  2i-1' 'Zka2iy x E L. Por cons igu ien t e  
tk-i) 
< aZi .X > + < a . ( hikazL-l 
ZL + hZkaZL ) > = b ZL 
donde n es p a r  y k = i mod n/2.  0 s e a  
Azk s e  ob t i enen  reso lv iendo  e l  s i s tema l i n e a l  B L A k = d k ,  
s i endo  
tk, 
En cada iteracibn se obtiene entonces x como 
Las n/2 matrices Bi se calculan una vez sola a1 principio del 
algoritmo, y tambien se triangulan una sola vez. 
Es necesario asegurarse de que el mGtodo converge siernpre. Para 
ello generalizaremos la demostracidn, que puede verse en Gastinel 
[1966f, de convergencia (de orden lineal) del mktodo de las 
proyecciones de Kaczmarz. La linea de la demostracihn es similar, 
Y no pretendemos originalidad pues es muy simple. 
TEOREMA: El metodo de Kaczlgarz modificado con proyecciones sobre 
variedades lineales de dimensibn n-2 (siendo n el orden de la 
matriz A )  generados por pares caonsecutivos de ecuaciones converge 
siempre, y el orden de convergencia es lineal. 
tk, 
m C I O N :  Sea x la k-sima iteracibn del m4todo. 
tk,- tk-i) 
X -X 
+ 'ika2i-i + 'zkazi 
tk, tk- i ,  
con x proyeccibn de x sobre la variedad lineal [L de 
dimensibn n-2 formada por la interseccidn de 10s hiperplanos 
a x=b Zi-i  Z i - 1  y azix=b con k ~ i  mod n/2. Sea z la soluci6n del 2 L  ' 
sistema A x = b ,  o sea, en particular, z . Por consiguiente, 
tk) 
x 
-z es perpendicular a Xika2i-i+ XZkazL, y cono 
por el teorema de PitAgoras sera 
tk-i,  tk) II -z 112= 11 -Z 11' + II h,ka,i-i + 112 
o sea 
tk) Es decir, la sucesidn ]I x - z 11 es una sucesi6n monbtona no 
Ck, 
creciente, y en particular 10s x - z estAn todos contenidos en 
un compacto. 
tk, - <k) Ahora b i e n ,  sea r - A x  - b .  Entonces s e r A  
r - 1 t  t 
Xk = Bi  dk , donde hk= ( hlk.hZk ) 
o sea X r t = ~ ~ ' d  - - ~ ? ( b .  - < a  ~ ' ~ - " > , b ~ ~ - < a  . , x ' ~ - " ' > ) ~  
L k- L 2 ~ - i  ZL-s' ZL 
s i endo  Wi l a  mat r i z  de  2 x n 
con todos  s u s  elernentos nu los  s a l v o  e l  i-1-simo sob re  l a  f i l a  1 y 
e l  i-simo sobre  l a  f i l a  2 .  
P o r  cons igu ien t e  podemos e s c r i b i r  
<i) t i )  1 0 )  
-1 (0) 
r = k - b = A ( x  - ( a l , a Z ) B I W * r  ) - b= 
con MA = A ( a i  , a z ) ~ ; i ~ l r ' O '  
y anAlogamente 
o sea 
Se t i e n e  entonces  que, s i  hay convergencia ,  e s t a  e s  l i n e a l .  
Veamos q i n e  hay e fec t ivamente  convergencia .  Por empezar, 
tnp/Z) -  p to) 
r -N r 
. Por o t r a  p a r t e ,  como dado q e x i s t e  p t a l  q u e  
v a l e  
tn/Z) tn? Consideremos e l  c on jun to  de  p royecc iones  x J X , 
13n/2) 
x , . . .  , s o b r e  l a  v a r i e d a d  l i n e a l  Ln,z generada  p o r  las 
(n./Z> 
a x=b - Como 10s nfimeros 11 x ecu ac io n es  an-lx=bn-i 
n " I 1  v 
(n) t3n/2) [ I X  - z  11 J I f X  - z 11 , . . . f orman una s u c e s i b n  monbtona na 
c r e c i e n t e ,  t i e n e n  un l i m i t e  s L 0 (que  es a s u  vez  l l m i t e  de  l o s  
ii Inp'/Z; "' - z 11 ) y e x i s t e  una subsuces i6n  x que converge  a 
(n.12) in/2) 
un punto  y t a l  que  11 Y - z 11 = s .  Pe ro  e n t r e  10s puntos  
<np' /Z+i)  
x (que  p e r t en ec e n  a l a  va r i e da d  l i n e a l  ax generada  p o r  
l a s  ecuac iones  a x=b a x=b ) e x i s t e  una subsuces i f in  convergen te  
1 1 '  2 2 
11) 
a un punto  y tal que 11 y") - z 11 = s .  Como po r  c o n t i n u i d a d  d e l  
operador  l i n e a l  de  proyeccibn s o b r e  una va r i e da d  l i n e a l  v a l e  que 
t n / a  
ytx) e s  l a  p royecc idn  de  y s o b r e  EL, l a  rinica p o s i b i l i d a d  de 
f n12) (i) tn/Z)- ill 
s u e  Il Y - Z  11 = I/ y - 2  If = s es que y - y - Se toma 
aho r a  una subsuces ibn  de  l a  subsuces idn  usada  p a r a  e n c o n t r a r  yf l ' ,  
y r e p i t i e n d o  e l  proced imien to  se l l e g a  a un l i m i t e  de esta 
(2)- (1;- <n/Z) 
subsuces ibn  y -y -y . Continuando asi se o b t i e n e  que  
e x i s t e  un punto  y que p e r t e n e c e  a t o d a s  las  v a r i e d a d e s  l i n e a l e s  
tll, R Z , . . . J L n , Z .  Pero  e s o  es e q u i v a l e n t e  a  d e c i r  que A y = b .  0 sea 
s=O, y e l  proced imien to  iterative converge .  I 
A1.4 .  EXPERI MENTOS NUMERI COS CON EL METODO DE LAS PRUYECCI ONES 
MOD1 FI CAD0 
Se r e a l i z d  un ensayo con l a  r e d  f l u v i a l  i nd i cada  en  l a  f i g u r a  22 
y d e f i n i d a  en e l  cuadro  2 4 ,  con l a s  cond i c iones  i n i c i a l e s  d e l  
cuadro  25 y l a s  cond i c iones  d e  con to rno  d e l  cuadro  2 6 ,  con 
At=0 ,01 ,  h a s t a  t r a t a r  de  a l c a n z a r  una t o l e r a n c i a  de  s=U,001,  como 
en e l  ca so  a n t e r i o r .  El programa no conve rg ib  despuks  de  100090 
i t e r a c i o n e s ,  p a r a  las que emplei 30 minutos ( c a s i  tres veces  m A s  
que con el &todo sin m o d i f i c a r )  observandose  adem%s una 
d i f e r e n c i a  e n t m  i t e r a c i o n e s  suces ivas  d e  0 ,02403,  much0 mayor, 
por o t r a  p a r t e ,  que l a  observada en e l  mbtodo s i n  m o d i f i c a r .  
Por  t a l  rnotivo, se conviene  yue, p a r a  e l  modelo hidrodiiL8mico. de  
r e d  f l u v i a l  d e l t a i e a ,  e l  metodo de  Kaczmarz modif icado es a h  mas 
i n a c e p t a b l e  que e l  mbtodo d e  Kaczmarz o r i g i n a l .  
APENDICE 2. 
ALGUNAS CARACTERI ST1 GAS DEL METODO DE P R E I  SSMANN 
En este a p h d i c e  s e  i n d i c a n  10s r e s u l t a d o s  d e  a l g u n e s  
exper imentos  num&ricos e f e c tua dos  con d i s t i n t o s  v a l o r e e  de e p a r a  
comprobar l a s  p rop iedades  c o n s e r v a t i v a s  d e l  m&todo d e  Pre issmann,  
es d e c i r ,  p a r a  v e r i f i c a r  que  e l  f l u j o  de  agua que e n t r a  aguas  
a r r i b a  d e l  modelo y no s a l e  aguas  a b a j o  se acumula. No s u e l e n  
p u b l i c a r s e  e s t o s  exper imentos ,  p o r  l o  c u a l  consideramos t3ti.l su 
i n c l u s i d n  en  e s t e  t r a b a j o .  Tomaremos como mode10 d e  p rueba  un 
tramo s i m p l e ,  pe ro  e l  r e s u l t a d o  v a l e  p a r a  r e d e s  a r b o r e s c e n t e s  p 
d e l t a i c a s  debido a  que l a  conservac ibn  de  l a  masa esta 
expresamente i n c l u i d a  en  l a s  e c ua c ione s  de  c o m p a t i b i l i d a d  de 
S t o k e r .  
E l  t ram0 s imple  c o n s t a  de  10 s e c c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s  de 
d i s c r e t i z a c i O n ,  s ep a ra da s  p o r  un i n t e r v a l 0  e s p a c i a l  Ax de 10 km 
cada una de  l a  s i g u i e n t e ;  las s e c c i o n e s  t r a n s v e r s a l e s  son 
r e c t a n g u l a r e s  e  i g u a l e s  , de ancho 100 m c o n s t a n t e .  E l  coef  i c i e n t - 2  
de  conduccidn v a r i a  l i n e a l m e n t e  e n t r e  0  y 80000 m 3 / s  p a r a  a l t u r l s  
desde  e l  fondo d e  O a  1O m, r e s pe c t i va m e n te .  La pe nd i e n t e  de  fondo  
es d e  1 en  10000, y e l  n i v e l  d e l  fondo d e l  punto  extremo a g u a s  
a r r i b a  es 1 O C )  m .  Tomando c ond i c ione s  , i n i c i a l e s  e s t a c i o n a r i a s  (ya 
c a l c u l a d a s  a n t e s )  dadas  por  e l  cuadro  4 3 ,  l a s  c ond i c iones  de 
con torno  c o n s i s t e n  en  mantener f i j o  e l  n i v e l  en l a  secci f in  aguas  
a b a j o ,  y p a s a r  l i n e a l m e n t e ,  en  20 d i a s ,  e l  c a uda l  aguas  a r r i b a  de 
500 m 3 l S  a 750 m 3 / s  ( s i t u a c i a n  s i m i l a r  a  l a  que puede p r e s e n t a r s e  
a 1  mode l iza r  un tramo de r i o  que t e rmina  en un embalse mantenido a 
5 
n i v e l  c o n s t a n t e )  . 
C u a d r o  43 
. . C o n d ~ c l o n e  . . . s l n l c l a l e s  e s t a c l o n a r l a s  p a r a  t ram0 s i m p ]  e 
Punto Nive l  (m) Caudal ( m 3 / s )  Punto Nivel  ( m )  Caudal (m3/s) 
1 1 0 7 ,6 1  500 6  102,18 500 
2 106,57 500 7 100,99 500 
3 105 ,51  500 8  99,66 500 
4 104,43 500 9 98 .15  500 
5 103 ,33  500 10 96 .00  500 
DeberA cumplirse, tedricamente, que 
siendo 0 y T 10s instantes inicial y final de la simulacidn, y x 
i 
y xL los extremos aguas arriba y aguas abajo; decir, la 
conservacidn en su expresibn mas simple: lo que entra, si no sale, 
se acumula. Naturalmente, serh necesario integrar numhricamente 
ambas expresiones, tomando como puntos para las cuadraturas 
respectivas 10s intervalos espaciales y temporales donde se 
conocen las variables; se usarA directamente la 
integracidn del trapecio. El error (o sea el agua que "aparece" o 
"desaparece" por razones numkricas) se calcularA como porcentaje 
respecto de la variacidn del volumen debida a la diferencia entre 
el caudal entrante y el saliente, es decir, 
donde AV es el valor (calculado por integracibn numkrica) del 
segundo miembro de la ecuacidn de conservacidn, y (QE-Q,)At es el 
valor (tambi&n calculado num&ricamente) del primer miembro de la 
ecuacibn de conservacibn. Los resultados obtenidos (con el mode10 
de red fluvial arborescen,te) son 10s que se muestran en el cuadro 
44 siguiente: 
*: Corrida manteniendo la derivada de Q aguas arriba hasta el dia 
40 (o sea hasta Q=lOOO), para observar si la generacibn artificial 
de masa liquida en el rio va aumentando o no (no va aumentando). 
Si bien la cantidad de experimentos realizados es escasa, 
podemos observar que la generacidn artificial de masa liquida se 
mantiene dentro de una proporcidn bastante razonable. 
Cabe indicar que para e=0,66 la simulacidn se hace inestable, 
tal como se anticipb en la seccion 10.  Esto puede verse en el 
cuadro 45, en que se notan las oscilaciones del caudal aguas 
abajo. Para observar mejor la inestabilidad se corri* 30 dias en 
vez de 20, llevando entonces el caudal aguas arriba, manteniendo 
la derivada del crecimiento, hasta 875 ;/s. 
Cuadro 45 
Desestabllizac . , j*n &id c- anuas aba.io - e=0.66  
Di a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Q,, (rn3/s) 504 512 524 535 549 560 574 584 600 609 
Di a 
Q, (m3/s) 
Di a 2 1  22 23 24 25 26 27 28 29 30 
Q,, (m3/s) 795 698 861  670 964 600 1139 462 1435 259 
Si bien ya habiamos observado problemas de inestabilidad a1 
intentar obtener un estado estacionario de la red fluvial 
arborescente (ver Cuadro lo), en ese caso partlamos de condiciones 
iniciales fisicamente dudosas. Se exhibe aqui este ejemplo pues 
tanto las condiciones iniciales como las de contorno son muy 
razonables, y el tram0 modelizado es ademhs muy sencillo. 
. 
Con el objeto de comparar 10s resultados del modelo de red 
fluvial arborescente y 10s obtenidos con el mhtodo directo para 
redes deltaicas, se corrieron ambos modelos con las condiciones de 
contorno indicadas. Los resultados fueron exactamente iguales, Y 
se indican en el cuadro 46 para el tiempo = 10 dias ( e = 0 , 8 5 ) .  
Cuadro 46 
E s t a d o  W t r a m o  s i m ~ l e  con da tos  a n t e s  ind icados  p a r a  t = 1 0  d i a s  
Punto 
Punto 9 10 
z ( m >  99,OO 96,00 
Q ( m 3 / s )  611 611 
Pos te r io rmente ,  s e  u t i l i z i  e s t e  tramo s e n c i l l o  pa ra  r e a l i z a r  l a s  
pruebas mencionadas en l a  s e c c i a n  17 de e s t e  t r a b a j o :  con e l  f i n  
de v e r i f i c a r  l a  c o n s i s t e n c i a  de  10s modelos pa ra  cambios en l a s  
condiciones  de  contorno ,  s e  c o r r i e r o n  ambos reernplazando como 
condic iones  de  contorno l a s  a n t e r i o r e s  ( cauda l  aguas a r r i b a  y 
n i v e l  aguas a b a j o )  po r  las complementarias ( n i v e l  aguas a r r i b a  y  
cauda l  aguas a b a j o ) ,  asignando a Bs tas  10s v a l o r e s  ca l cu l ados  en 
l a  c o r r i d a  a n t e r i o r .  La buena co inc idenc ia  de 10s r e s u l t a d o s  con 
l o s  ob ten idos  a n t e s  ( y  en p a r t i c u l a r  l a  co inc idenc ia  e n t r e  10s 
r e s u l t a d o s  ob ten idos  en 10s cauda les  aguas a r r i b a  y  10s n i v e l e s  
aguas aba jo  con 10s da tos  de l a  pr imera  c o r r i d a )  e s  condicidn 
n e c e s a r i a  pa ra  l a  c o n s i s t e n c i a .  Dicha co inc idenc ia  es e x c e l e n t e ,  
como puede observarse  comparando e l  cuadro a n t e r i o r  con e l  cuadro 
47 s i g u i e n t e ,  en donde se exponen 10s r e s u l t a d o s ,  tambien pa ra  e l  
tiempo = 10 d i a s ,  de  l a  c o r r i d a  e f ec tuada  con l a s  condic iones  d e  
contorno cambiadas: 
Cuadro 47 
E&~&Q %.IXUDQ simPle .e l  dia hC1 ESEL c o n d l c l o n e  . . s de con to rno  
oamblada~  
Z (m) 109,27 108,17 107,05 105 ,91  104,73 103,49 102,17 100 ,71  
Q (rn3/s) 625 623 621  619 617 616 614 613 
Punto 9 10 
L a s  condiciones  de contorno usadas ,  tomadas de l a  c o r r i d a  
ind icada  en e l  cAlculo de l a  conservacibn numerics de l a  masa, s e  
dan en  e l  cuadro 48: 
Cuadro 413 
APENDICE 3, 
COMENTARIOS SOBRE PRQGRAMAS COMPUTACIONALES Y MODELOS 
En e s t e  apendice  s e  d e s c r i b i r h  someramente 10s programas 
computacionales u t i l i z a d o s  en e s t e  t r a b a j o ,  que fueron  todos  
d e s a r r o l l a d o s  por  e l  a u t o r .  La computadora usada f u e  una Toshiba 
3 1 0 0 ,  con 640 Kb de memoria, d i s c o  r i g i d o  de 1 0  Mb, unidad de 
d i s c o  f l e x i b l e  de 3 , 5  pulgadas y eomo unidades  p e r i f $ r i c a s  (no  
pudikndose u s a r  ambas s i m u l t h e a m e n t e )  d i s q u e t e r a  de  d i s c o s  
f l e x i b l e s  de 5 w r  pulgadas e impresora Epson 86b. Los programas 
fueron e s c r i t o s  en TURBOPASCAL, con l a  i n t e n c i e n  de  que fue ran  l o  
m A s  modulares y e s t r u c t u r a d o s  p o s i b l e s ,  y pa ra  aprovechar  l a  
e x t r a o r d i n a r i a  e f i c i e n c i a  en la  compilacidn en c o ~ ~ p u t a d o r a  
pe r sona l  de  dicho l engua je  en s u  cornpilador Turbo. S i n  embargo, no 
se u t i l i z 6  todo e l  p o t e n c i a l  de PASCAL: en p a r t i c u l a r ,  pese  a que 
l a  desc r ipc ibn  de ma t r i ce s  r a l a s  mediante punte ros  s e  p r e s t a  
naturalmente  pa ra  e l  uso d e l  t i p o  de d a t o  pointer de PASCAL, se 
p r e f i r i b  u s a r  v e c t o r e s  punte ros  en forma c l A s i c a ,  pensando en  
f a c i l i t a r  as1 uria p o s i b l e  t r aducc ibn  a  FORTRAN. La e s t r u c t u r a  de  
10s programas e s  l a  misrna pa ra  t odos :  en r e a l i d a d ,  e s  l a  
e s t r u c t u r a  n a t u r a l  pa ra  modelos de s imulacibn en  "tiempo cont inuo  
d i s c r e t i z a d o " ,  que se u t i l i z a  en g e n e r a l  con mayor o  menor 
p r e c i s i b n  en l a  mayoria de  10s grandes  modelos matemAticos 
computacionales dinAmicos en e x i s t e n c i a  (s iempre y cuando 10s 
model i s tas  a c t u a l i c e n  s u s  ve r s iones  manteniendo l a  f i l o s o f i a  
o r i g i n a l ) .  Curiosamerite, no es h a b i t u a l  mencionar l a  e s t r u c t u r a  
computacional general en 10s l i b r o s  y  a r t i c u l o s  sob re  modelos 
matemAticos (aunque s i ,  por  supues to ,  a d j u n t a r  10s l i s t a d o s ) .  En 
ese s e n t i d o ,  aunque no se r e f i e r e  a  modelos de r e s o l u c i o n  numkrica 
de  e c u a c i o n e ~  en der ivadas  p a r c i a l e s  con v a l o r e s  i n i c i a l e s  s i n o  a 
modelos de opt imizacibn en p l a n i f i c a c i b n  y c o n t r o l ,  es i n t e r e s a n t e  
e i l u s t r a t i v o  e l  t r a b a j o  de Matrosov e t  al. [ 1 9 7 9 J ,  donde u t i l i z a  
e l  termino ( c r e o  que muy adecuado) " t ecno log ia  matemAticaV pa ra  
r e f e r i r s e  a  t 6 c n i c a s  de  modelizaci6n.  
L a  e s t r u c t u r a  g e n e r a l  de 10s programas es l a  s i g u i e n t e :  
tres c l a s e s  de d a t o s :  
Ex i s t en  
a) Datos de constitucidn del modelo matem&tico. Estos son 10s 
datos que definen las caracteristicas fisicas, topolfigicas, 
geom&tricas, etc., del modelo considerado (10s rios que lo forman, 
10s puntos de discretizaci6n, la distancia entre ellos, los anchos 
o Areas mojadas para distintos niveles, 10s coeficientes de 
conduccidn para distintos niveles, etc.). 
b) Las condiciones iniciales del sistema. Son simplemente 10s 
valores de Z y Q en el instante inicial en 10s puntos de 
discretizacidn (dado que el m&todo numgrico usado usa valores de 
un paso de tiempo solamente para calcular el siguiente). Para 
m&todos num&ricos de paso mhltiple es necesario dar n-uplas de 
condiciones iniciales (siendo n el conjunto de pasos en 10s 
tiempos t,t-At l,...,t-Ati-...-At n-I usados para calcular la 
solucidn en el instante t+At, o calcularlos mediante 
procedirnientos auxiliares. 
C )  Las condiciones de contorno. En regimenes subcriticos, que 
son 10s que estamos tratando, deberA darse una condicidn de 
contorno en cada extremo abierto (aguas arriba o aguas abajo) de 
la red fluvial. En esta tesis, por simplicidad, se trabajd tomando 
como posibles condiciones de contorno en un extremo abierto 
exclusivamente el nivel Z u el caudal &,  pero 1as condiciones de 
contorno pueden ser de la forma 
o sea, en terminologia de hidraulica fluvial, leyes altura/caudal; 
tambikn se pueden dar en forma implicita: 
F ( Z , Q )  = 0 
Obs@rvese que esta clasificaci6n es muy general, y puede ser 
adaptada sin dificultad a modelos matematicos de otro tipo, por 
ejemplo econ6micos (aunque estos suelen usar otra terminologia, 
con "variables de estado", "variables enddgenas", "variables 
exhgenas", etc., ver por ejemplo Naylor [ 1 9 7 1 ] ) .  
Entre 10s datos de constituci6n del modelo estan aqu4llos que 
pueden medirse o calcularse sin dificultad, como Areas, anchos, 
etc., y aqukllos que deben ajustarse empiricamente, pues no se 
sabe con precisibn su valor [para nuestro caso de modelos 
hidrodinamicos de rios reales estos datos son los coeficientes de 
conduccibn). El ajuste y validacidn (esto es, confirmacibn de la 
bondad del modelo en casos reales en los que hay que estimar 
parArnetros desconocidos), son temas de por si complicados, que se 
alejan del tema de este trabajo propiamente dicho. Y en particular 
10s metodos de ajuste autornAtico, sobre 10s cuales puede verse el 
trabajo de Becker y Yeh [1972] ,  Otro problerna usual de 
modelizacidn es el de obtencibn de las condiciones iniciales. Este 
problema no es tradicionalmente mencionado en la bibliografia 
matemAtica puesto que es muy coman que el problerna de ecuaciones 
diferenciales en derivadas parciales a resolver (tebrica y/o 
numericamente) sea un problema de Cauchy o un problerna mixto, para 
el cual y a  se canocen las condiciones iniciales y, eventualmente, 
las condiciones de contorno. En modelizacidn fluvial esto no es 
asi: cuando se quiere modelizar un rio, por ejemplo, pueden 
desconocerse 10s estados estacionarios del rio, o estados 
fisicamente factibles a partir de los cuales ss puedan producir 
10s fendmenos que se quieren simular. En particular, en 10s 
procesos de ajuste se quieren reproducir episodios histbricos de 
flujo de agua, para 10 cual hay que partir de un estado inicial, 
presuntamente tambien histerico, per0 que no se conoce sin0 
parcialmente (no es comb disponer de registros histbricos de 
niveles en todos 10s puntos de discretizacidn del rio o sistema 
fluvial considerado, pues las escalas hidrornetricas no se instalan 
con tanta densidad, y mucho menos de registros de caudales o 
velocidades, que solo se miden esporadicamente y en general en 
campaKas especialmente organizadas). Por consiguiente, lo normal 
es emplear el procedimiento utilizado en este trabajo: partir de 
condiciones iniciales supue~~amente factibles desde el punto de 
vista fisico, y tratar de llegar a estados estacionarios, a partir 
de 10s cuales se comienza la experimentacibn numbrica propiamente 
dicha. Y esas condiciones iniciales tentativas, en 10s casos de 
redes arborescentes o deltaicas, deben cumplir las condiciones de 
compatibilidad de Stoker. 
Por otro lado, tambib debe tenerse cuidado, cuando se desean 
llevar a cabo simulaciones, en considerar solamente condiciones de 
contorno factibles. Esto se traduce principalmente en tener que 
prestar mucha atencidn cuando en todos 10s extremos abiertos las 
condiciones conoc'idas son caudales: en ese caso 10s valores dados 
deberAn cumplir la ley de conservacidn de la masa liquida. El 
problema es menos grave - o el modelo menos sensible a1 problema - 
cuando se combinan entre las condiciones de contorno niveles y 
caudales; en este caso el modelo puede forzar razonablemente el 
cumplimiento de las condiciones de c~n~orno, como se vio en eete 
trabajo. 
Por consiguiente, la estructura general de 10s programas es: 
a) Armado del modelo fisico. 
b) Lectura de condiciones iniciales, tiempo inicial de cdlculo, 
intervalo(s) de discretizacibn temporal usado(s), tiempo(s) de 
cambio de valor de intervalo de discretizacibn temporal, (si 10s 
hay), tiempo final de la simulacion. Armado de la estructuq 
general (invariante en el tiempo) de la matriz A .  
c) Tiempo de cAlculo: tiempo inicial interval0 
discretizacifin temporal. 
d) ~ i e n t r a s  el tiempo de cAlculo no es mayor que el tiempo 
final, leer condiciones de contorno para ese tiempo, armar 
el sistema Ax=b correspondiente a ese tiempo, resolverlo, asignar 
10s valores de las variables & y Z correspondientes a ese tiempo, 
avanzar el tiempo de calculo. 
La diferencia entre 10s programas se da exclusivamente en el 
armado de la estructura general de la matriz A y el armado y 
resoluci4n del sistema Ax=b en cada paso de tiempo. Por otra 
parte, estos son 10s puntos fundamentales de 10s programas, en 10s 
cuales se ha usado la teoria desarrollada en este trabajo, dado 
que el resto de 10s problemas a encarar en la programacidn estA 
bastante normalizado. 
Los programas usados son: 
CUENSIMP: resuelve el modelo de red fluvial arborescente par, ,- 
sistema hiperbolico simplificado lineal con coeficientec 
constantes segdn la teoria de'la segunda parte de este traba.jo, 
CUENCAS: resuelve el modelo de red fluvial arborescente general 
segh la teoria de la segunda parte de este trabajo. 
DELTSIMP: resuelve el mode10 de red fluvial deltaica para 
sistema hiperbdlico simplificado lineal con coeficientt 
constantes se@n la teoria de la tercer parte de este trabajo. 
DELTA: resuelve el modelo de red fluvial deltaica por un mktodc 
direct0 seg~n la teoria de la tercer parte de este trabajo. 
DELTA1: resuelve el modelo de red fluvial deltaica por el m&todc 
de las proyecciones de Kaczmarz,segQn se ve en el Apkndice 1. 
DELTA2: resuelve el modelo de red fluvial deltaica por el m&odc 
de las proyecciones de Kaczmarz modificado, segdn se ve = !  - - 
Apendice 1. 
CUENSIMP y DELTSIMP son ~encillarnen~e versiones de CUENCAS E 
DELTA, respectivamente, con calculo de coeficientes de 1 3 ~  
discretizaciones (18) y (20) simplificados y con eliminacidn d~ 
las variables en este caso superfluas (tablas de niveles, d c  
anchos, de Areas, de coeficientes de conduccidn). 
Se acompaEan a1 final de este trabajo 10s listados de todos 1 0 s  
mencionados programas computacionales. 
NUT AS 
1. Con r e spec to  a  r&gimen s u b c r i t i c o  y regimen s u p e r c r i t i c o ,  es 
c o n ~ c i d a  ( v e r  S toker  [1957] ,  c a p f t u l o  2 ,  secc ibn  3)  l a  a n a l o g i ~  
e n t r e  l a s  ecuaciones  de  aguas poco profundas y las e c u a c i o n e ~  
i s e n t r d p i c a s  de  dinamica de gases  p o l i t r d p i c o s .  En e f e c t o ,  s i  
tomamos en l a s  ecuaciones  ( 3 )  como v a r i a b l e s  a la  veloc idad  v=Q/h 
y a  h ,  y se desprec ian  10s tgrminas  a l a  derecha de  l a  igua ldad ,  
debidos  a l a  f r i c c i d n  y a l a  gravedad,  las ecuaciones  s e r a n  
y l a s  ecuaciones  de  dinarnica de gases  ( e s  d e c i r ,  l a s  ecuac iones  de 
f l u i d o s  compres ib les )  son 
W/at + pdv/ax + vap/dx 0 
&/at + vav/ax + p-'ap/ax = o 
donde v  e s  l a  ve loc idad ,  como a n t e s ,  p  e s  l a  densidad d e l  f l u i d o  y 
p  l a  pres idn .  Suponiendo una ecuacibn de e s t a d o  d e l  gas  de  l a  
f orma 
donde K y y son c o n s t a n t e s  ( y  = c /c  s iendo  c y cv e l  c a l o r  
P v )  P 
e s p e c i f i c o  a  p re s ibn  cons t an t e  y a  temperatura  c o n s t a n t e ,  
r e spec t ivamen te ) ,  y suponiendo y = 2 ( e s t o  v a l e  s d l o  p a r a  un gas  
t e d r i c o ) ,  serA 
y ( 3 . 5 )  y ( 3 . 6 )  equ iva len  a ( 3 . 3 )  y C3.4) reemplazando g por  ZK y 
h por  P. Los regimenes s u b c r l t i c o  y s u p e r c r i t i c o  de l a  t e o r i a  de 
aguas poco profundas se corresponden entonces  con 10s regimenes 
subs6nico y supersen ico  de dinhmica de g a s e s .  Esto  s u e l e  ser Qtil 
desde e l  punto de  v i s t a  t e f i r i co ,  pues s e  t i e n e  un conocimiento 
mayor sob re  f l u i d o a  compresibles  que sob re  f l u i d o s  incompres ib les .  
2 .  S i n  embargo, l a  t e s i s  de Cunge es Qtil sob re  todu po r  SUE 
experimentos num&r.icos, en  10s c u a l e s  o f r e c e  ejemplos de que 
cuando r=At=Ax=l y 6=1/2 no s e  produce a tenuac ibn  de ondas (par ;  
e l  s i s t ema  ( 4 9 )  l i n e a l ) ;  de  que cuando @=1/2 y 1 s e  observar 
o s c i l a c i o n e s  p a r a s i t a s  que se van el iminando a medida que e+l. Nc 
e s  t a n  G t i l  en cuanto a s u s  demostraciones t e d r i c a s :  en  SL 
demostracidn de e s t a b i l i d a d  d e l  esquema de Preissmann pa ra  0 ?I/: 
usa e l  m&todo de Godunov y Riabenki i  ( v e r  Godunov y Riabenkij  
[1964], c a p i t u l o  5 ,  s ecc idn  2 ,  y c a p i t u l o  6 ) ,  de t e o r i a  e s p e c t r a l  
de  operadores  en d i f e r e n c i a s  que permi te  e s t u d i a r  p rob lema~  
( l i n e a l e s ,  de  todos  modos) mixtos ,  e s t o  es, con condiciones  de 
contorno,  pero  deduce l a  aco tac ibn  uniforme de l a  f a m i l i a  de 
operadores  de Godunov y Riabenki i  usando esencia lmente  e l  metodc 
de von Neurnann de 10s c o e f i c i e n t e s  de  Four i e r  y ,  por  o t r a  p a r t e ,  
t i e n e  un e r r o r :  Godunov y Riabenki i  descomponen l a  ma t r i z  A 
n 
or ig inada  por  l a  d i s c r e t i z a c i d n  en l a  forma w " + ' = R ( ~ ~  ( A x ) ,  A x ) W  + 
A ~ P * ,  donde pn depende exclusivarnente de l a  d i s c r e t i z a c i d n  d e l  
termino de l a  derecha de l a  ecuacibn d i f e r e n c i a l  y de las 
condic iones  de contorno ,  y Cunge l o  hace depender tambikn de wn. 
3 .  La i n t e r p o l a c i b n  l i n e a l  de  v a l o r e s  de anchos y c o e f i c i e n t e s  
de conducci4n pa ra  d i s t i n t o s  v a l o r e s  de n i v e l e s  en cada secc idn  
t r a n s v e r s a l  r ep re sen tada  por  un punto de d i s c r e t i z a c i b n  se u t i l i z a  
por  ser l a  mhs s e n c i l l a  de programar. E s  i n t e r e s a n t e ,  en modelos 
con secc iones  t r a n s v e r s a l e s  mas i r r e g u l a r e s ,  reemplazar l a  
i n t e r p o l a c i d n  l i n e a l  por  o t r o  t i p0  de r ep re sen tac idn  de l a  
c o r r e s p o r ~ d i e n t e  curva ( p o r  e jemplo,  por  funciones  s p l i n e ,  o 
polinomios de algGn o r d e n ) ,  y e v a l u a r  l a  e f i c i e n c i a  r e l a t i v a  de 
l i n e a l i z a r  a i n t e r v a l o s  menores o u s a r  un a j u s t e  m A s  e laborado ,  
cornparando r e s u l t a d o s .  Esto  e s  muy c l a r o  cuando s e  t r a t a  de la: 
curvas  de anchos,  pero no t a n t o  cuando se t r a t a  de cu rvas  dc 
coeficientes de conduccibn, que suelen tener que ser ajustados: 
cuanto menos Sean 10s puntos de ajuste. mejor (en el sentido de 
que el ajuxte implica menos trabajo). 
4. Curiosamente, es muy inusual que 10s libros de analisis 
num8ric0, e incluso de analisis numeric0 lineal, mencionen el 
mktodo de las proyecciones de Kaczmarz. En la bibliografia citada 
en la muy completa reseEa de Censor [1981], solamente figura el ya 
indicado libro de Gastinel [I9661 y el (muy denso) de Householder 
[1964]. Es probable que esto se deba a que en definitiva 10s 
mktodos directos en Algebra lineal numkrica (y otros m6todos 
iterativos) parecen ser siempre mAs eficientes que el de las 
proyecciones, como este aphdice no hace mas que reafirmar. 
5. Se puede observar en eate caso particular (y en la 
estabilizaciin anterior) la conveniencia de un esquema implicito: 
como se us6 At = 1 dfa y A x  = 10 km., se tiene r = At/Ax = 
86400/10000=8,64, mientras que la condicidn de Courant impone una 
cota superior para un esquema explicito de r 5 l/lhI para cada 
autovalor de la matriz A ,  o sea aproximadamente 
Es decir, se necesitarian alrededor de 66 veces mas intervalos 
de cAlculo para simular el mismo tiempo. 
Ahora bien, este cAlculo debe ser ponderado teniendo en cuenta 
el nGmero total de operaciones necesarias para pasar de un 
instante t a un instante t+At. Para simplificar el analisis que se 
describe a continuaci4n, consideraremos multiplicaciones Y 
divisiones con el mismo peso, y despreciaremos las sumas (en 
esencia, como hay un nl3mero bastante similar de sumas que de 
multiplicaciones, estamos igualando el "costo" de una divisidn a1 
de una suma mAs una multiplicaciin). Para el esquema de Preissmann 
se necesitan 18n operaciones, donde n es el tamafio de la matriz A ,  
mAs el ncmero de operaciones necesarhs para calcular 10s 
coeficientes indicados en (18), (20). Para asumir una hipbtesis 
pesimista, supongarnos que son 75 (se pueden hacer menos cuentas 
que 75). En total, 93 operaciones. Supongamos un esquema explicito 
ideal en el cual el ndmero de operaciones sera el necesario para 
obtener 10s valores del vector de la derecha b en la fbrmula Ax= 
(en realidad todo esquema explicito serA mas complicado), e 
decir, asign4mosle la can t idad  de operaciones necesaria para 
calcular ASi y Bsi, "6s una multiplicacidn (por At). Se requeriran 
14 operaciones. En el interval0 At implicit0 para el cual se 
requieren 93 operaciones del m&todo de Preissmann, serAn 
necesarias 14 x 66 operaciones con el metodo explfcito "ideal", o 
sea 924 operaciones; es decir, unas 10 veces mhs. 
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Figura 23: Cruce d e  canales  








( *  este programa resuelve el modelo de red fluvial con estructura 
arborescente para las ecuaciones diferenciales linealizadas que 
componen la ecuacion de la onda *) 
const npmx=48; ( *  maximo numero de puntos de discretization *)  
ndmx=6 ; ( *  maximo numero de condiciones de contorno *) 
teta=O. 5 ; ( *  parametro de "implicitud" *) 




array25=array[1..2,1..5] of real; 
arrayd=array[intndmx] of real; 
arraypx=array[intnpmx] of real; 
arraypxi=array[intnpmx] of integer; 
string6=string[6];string7=8tring[7]; 
arrayp=array[intnpmx] of string6; 
arraypx3=array[intnpmx,1.,3] of real; 
var contorno,salida:text;unidad:string7; 










if(ilci2) then min:=il else min:=i2 
end ; 
procedure leemodelo(var npuntos:intnpmx;var nombre:arrayp; 
var xcoor:arraypx; 
var codigo,ubica:arraypxi); 








read(red, titulo) ; 
w r i t , e l n ( s a l i d a , t i t u l o ) ;  
read(red,npuntos); 
readln(red); 







procedure leeinic(npuntos:intnpmx;var Q,Z:arraypx); 
( *  lee condiciones iniciales en 10s puntos de discretization *) 
var iniciales: text;m:intnpmx; 
inicial:string[12]; 
begin 




for m:= 1 to npuntos do read(iniciales,&[m]); 




var ubica, codigo:arraypxi;var ndat:intndmx; 
var impri:intimpr; 
var t,inic,dt,tfin:real;var unidad:string7); 
( %  este procedimiento indica cuales seran las condiciones de contorno : 
var borde:integer; m:intnpmx; 
begin 
for m:=l to npuntos do 
if (codigo[m]=lO) or (codigo[m]=90) then 
begin 
writeln('Codigo de la seccion ',m); 
writeln('Codigo I= vel. dada'); 
writeln('Codig0 2= cots dada'); 
writeln('Codigo 3= ley cota/vel.'); 
readln(borde); 
while (borde~l) or (borde >3) do 
begin 




write('1Jbicacion del dato en el vector de datos ' ) ;  
readln(ubica[m]) 
end ; 
write('Numero de condiciones de contorno ' ) -  
readln(ndat); 
unidad:=' seg. I . J 
writeln(salida, 
Seccion Coordenada (km) 
Apuntador'); 
writeln(sa1ida); 
for m:=l to npuntos do 
writeln(salida, nombreCm]:8,xcoor[m]:l2:3, 
codigo[m]:16,ubica[m]:11); 
write('Tiemp0 inicial de calculo ' ) ;  
readln(tinic); 
write('Interva10 dt de calculo ' ) ;  
readln(dt); 
writelPTiempo final de calculo ' ) ;  
readln(tfin1: 
Codigo 
write( 'Cads. cuantos int.ervalos se inprime? ) ; 
readlnlimpri); 
if(impri=O) then impri:=l; 
writeln(salida,'Tiempo inicial ',tinic:g:Z,unidad); 
writeln(salida,'Intervalo dt de calculo ',dt:7:2,unidad); 
writeln(salida,'Tiempo final ',tfin:9:2 ,unidad); 












for m:= 1 to n~untos do 




(*  imprime resultados en determinados instantes *) 
var m,ml,mZ,nn: intnpmx; 
begin 
writeln(salida);writeln(salida); 
writeln(salida,'Tiempo *,t:12:2, unidad); 





write(salida,' '1 ;  
for m:= ml to m2 do write(salida,nombreCm3:7); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Altura(m)'); 
for m:= m l  to m2 do write(salida,Z[m]:7:3); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Vel.(m/s)'); 




procedure leedat(ndat:intndmx;var dat:arrayd ;var t:real); 




for nd:= 1 to ndat do read(contorno,dat[nd]) 
end ; 
procedure interdat(t:real; 
ndat:intndmx;var dat,datl,dat2:arrayd;var t1,tZ:real 
(*  interpola linealmente datos de contorno en instantes t en funcion 
de 10s datos de que dispone en instantes tl y t2 con tl<tc=t2 *) 
var nd:intndmx;tetl,tetZ:real; 
begin 













( *  barrido descendente *) 
var l:integer;a:array25;cl,c2:arraypx3;m:intnpmx; 
procedure coefis(m:intnpmx;dts,teta:real; 
xcoor,Q,Z:arraypx; var a:array25); 
( *  calcula 10s coeficientes de las ecuaciones linealizadas 
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procedure ascenso(codigo,ubica:arraypxi;npuntos:intnpmx; 
dat:arrayd;cl,c2:arraypx3;var Q,Z:arraypx); 

















for m:=npuntos-1 downto 1 do 
begin 
if(f(codigo[ml=0> and (codigo[m+lli>25) and (codigo[m+l]<>20)) 
or (codigoCml=25) or (codigo[m]=ZO)) then 
( *  m es punto interior de tramo o punto extremo cerrado 
aguas arriba perteneciente a nodo de afluencia 













I*  m es punto extrerrio cerrado aguafi abajo perteneciente 








(* m es punto extremo cerrado aguas abajo perteneciente a nodo 

























begin ( *  barrido descendente *) 
for m:=l to npuntos-1 do 




for 1:=1 to 2 do a[1,51:=a[1,5]+n[1,3I*(datCubica[m+2]]-[Q[m+2]-Q[m+l])); 
banda ( a) ; 
if(codigo[m]=ll)then 
comienzo(0,dat~ubica[m1]-Q[ml,a,cl[m,l],cl[m,2], 
































write('Archivo de condiciones de contorno 
' ) ;  
readln(contor); 
assign(contorno,contor); 




















imp : = imp+l 
end ; 
close(sa1ida); 
close ( contorno) 
end. 
program cuencas; 
(*  este programa resuelve el modelo de red fluvial con estructura 
arborescente *) 
(*  maximo numero de puntos de diecretizacion * )  
(*  maximo numero de condiciones de contorno *) 
( *  parametro de "implicitud" *)  
( *  maximo numero de elementos de las tablas *) 





array25=array[l..2,l1.51 of real; 
arrayd=array[intndmx] of real; 
arraynt=array[intnpmx,intntabx] of real; 
arraypx=arrayCintnpmx] of real; 
arraypxi=array[intnpmx] of integer; 
arrayt=array[intntabx] of real; 
string6=string[6~;string7=st,ring[7]; 
arrayp=array[intnpmx] of string6; 
arraypx3=array[intnpmx,l..3] of real; 
var contorno,salida:text;unidad:sttring7; 











if(ilci2) then min:=il else min:=j.2 
end ; 
procedure leemodelo(var npuntos:intnpmx;var ntab:intntabx;var nombre:arrayl 
var tab1aH:arrayt;var xcoor,cota:arraypx; 
var codigo,ubica:arraypxi;var tablaB,tablaD:arrayne); 











for k:=l to ntab do read(red,tablaH[k]);readln(red); 
writeln(salida,' Tabla de alturas (en m)'); 
., 
for k:= 1 to ntab do writeln(salida,k:2,tablaH[k]:12:2); 
for m:=l to npuntos do 
begin 
read(red,nombre[m],xcoor[m],cota[m],codigo[m],ubica[m]); 
writeln(salida,'Seccion ',m, ' ',nombre[m], 
' Coordenada (lcm) ',xcoor[m]:8:2); 
writeln(salida,' Cota de referencia (m) ',cota[m]:8:2, 
Codigo ',codigo[m]:3,' relacionado con ',ubica[m]:3); 
writeln(salida,' Tabla de anchos (en m) r ,  
Tabla de coeficientes de conduccion (en 1000m3/s)') 
xcoor[m]:=xcoor[m]*l000; 
for k:=l to ntab do read(red,tablaB[m,k]); 











procedure leeinic(npuntos:intnpmx;var Q,Z:arraypx); 
( *  lee condiciones iniciales en 10s puntos de discretizacion *)  
var iniciales: text;m:intnpmx; 
inicial:string[l2]; 
begin 




for m:= 1 to npuntos do read(iniciales,Q[m]); 




var ubica, codigo:arraypxi;var ndat:intndmx; 
var impri:intimpr; 
var tinic,dt,tfin:real;var unidad:string7); 
( *  este procedimiento indica cuales seran las condiciones de contorno *) 
var borde:integer; tiem: char; m:intnpmx; 
begin 
for m:=l to npuntos do 
if (codigo[m]=lO) or (codigo[m]=90) then 
begin 
writelnf'Codigo de la seccion ',m); 
writeln('Codigo 1= caudal dado'); 
writ,eln('Codigo 2= cota dada'); 
writeln('C0digo 3= ley cota/caudalr); 
readln(borde); 
while (borde(1) or (horde > 3 )  do 
begin 




writ,e('Ubicacion del dato en el vector de datos ' ) ;  
readln(ubica[m]) 
end ; 
write('Unidad de tiempo (d,h,m) '1 ;  
readln(tiem); 
write('Numero de condiciones de contorno ' ) ;  
readln(ndat); 
if(tiem='dP) then unidad:=' dias' 
else if(tiem='hS) then unidad:=' horas' 
else unidad:=' minutos'; 
writeln(salida,' Resumen del modelo'); 
writeln(salida, 
' Seccion Coordenada (km) Cota de referencia (m) 
Apuntador'); 
writeln(sa1ida); 
for m:=l to npuntos do 
writelnlsalida, nombre[ml:8Jxcoor[m]/1C)C)0.0:12:3, 
cota[m1:27:2,codigo[m]:12,ubica[m]:11); 
write('Tiemp0 inicial de calculo ' ) ;  
readln(tinic); 
Codigo 
write('Interva10 dt de calculo ' ) ;  
readln(dt); 
write('Tiempo final de calculo ' ) ;  
readln(tfin1; 
write('Cada cuantos intervalos se imprime? . ) ;  
readln(impri); 
if(impri=O) then impri:=l; 
writeln(salida,'El tiempo se mide eneJunidadJ'.'); 
writeln(salidaJpTiempo inicial ',tinic:9:2,unidad); 
writeln(salida, -1ntervalo dt de calculo ',dt:7:2,unidad); 
writeln(salida,'Tiempo final ',tfin:9:2 ,unidad); 




~ : tablaH:arrayt;tablaB,tablaD:arraynt; 
I var R,derD,S,D:arraypx); 
( *  calcula areas, ancho~~coeficientes de conduccion y derivadas 





writeln(salida,' altura negativa en seccion ',mm); 
close(sa1ida); 




for m:= 1 to npuntos do 
begin 
S[m] : = O ;  
h:= Z[ml-cota[m]; 
if(hc0) then fracaso(nombre[m]); 
I< :=  1; 




(*  B es el ancho superficial *)  
derD[m):= (%ablaD[m,kl-tablaDCm,k-l])i(tabl~k]-tablaH[1~-1]); 
( *  derD es la derivada del coeficiente de conduccion 
respecto del nivel Z *) 
if[k>Z)then for kl:=2 to k-1 do 
S[m~:=S[ml+{tablaB~m,l~ll+tablaB[mykl-l])*(tablaH[kl]-tablaH[kl-l])~ 
S[m]:=o.5*((B[m]+tablaB[m,h-l])*dz+S[m]); 
( *  S es el area mojada *) 
D[m]:=tablaD[m,k-lI+dz*derDC1111 





(* imprime resultados en determinados instantes *)  
var m,ml,mZ,nn: intnpmx; 
begin 
writeln(salida);writeln(salida); 
writeln(salida,'Tiempo ',t:12:2, unidad); 





write(salida,' -1;  
for m:= ml to m2 do write(salida,nsmbre[m]:7); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Cota (m)-); 
for m:= ml to m2 do write(salida,Z[m]:7:2); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Q (m3/s)-); 
for m:= ml to m2 do write(salida,Q[m]:7:0): 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Vel.(m/s)'); 
for m:= ml to m2 do writ~e(salida,Q[m]/S[m]:7:2) 
end 
end ; 
! procedure leedat(ndat:intndmx;var dat:arrayd ;var t:real); 
I 








I var dat,datl,dat,2:arrayd;var tl,t2:real); 
I 
(*  interpola linealmente datos de contorno en instantes t 
en funcion de 10s datos de que dispone en instantes tl y t2 
con tl < t < =  t2 *)  
var nd:intndmx;tetl,tetZ:real; 
begin 













( *  barrido descendente *) 
var l:integer;a:array25;cl,c2:arraypx3;m:intnpmx; 
I procedure coefis(m:intnpmx;dts,teta:real; 
xcoor,$,Z,S,D,B,derD:arraypx; var a:array25); 
I 
I (* calcula 10s coeficientes de las ecuaciones de 


























i ( *  triangula La matriz fila a fila *) 1 begin 
I coef:=a[l+i,l+i]/Xl; / Yl:=a[l+i,2+i]-coef*X2; 
( YZ:=a[l+i,3+i]; 
I Y3:=a[l+i,5]-coef*X3 i 
end ; 
I 
I procedure comienzof i : integer; dd:  r e a i  ; a :  array2ff  ;vap X1 ,X2, X 3 ,  Y1. Y2, Y3 : real) 















procedure banda(var a:array25); 
(* tridiagonaliza 10s pares de ecuaciones *j 
/ var 1:integer;coef:real; 
i begin 1 coef: =a[2,l]/a[l, 11 ; 
, for I;= 2 tu 5 do a[2,l];=a[2,1f-coef:)ra[l,l]; 
i coef:=a[l,4]/a[2,41; 
1 far 1;=2 t~ 9 d a  a[l,l]:=a[l,l]-coef*a[2,1]; 
a[1,5]:=a[l,5]-coef*a[2,5] 1 end; 
p r o c e d u r e  ascenaoIcndig~,ubic.~:arra~pxi;npun+,os:intnpmx; 
d a t  : a r r a y d ; c l , c 2  r arravpx9 - - i var G ,  2:arraypx) ; 
(:* h a r r i d a  a s c e n d e n t a  g a a i g n a c i o n  de  variables * j  
I var dQ,dZ:arraypx;m:intnpmx; 
! begin 













for m:=npuntos-1 downto 1 do 
begin 
if(((codigo[m]=0) and (,cudigo[m+l]~>25) and tcodigo[m+l]<>20)) 
or (codigo[m]=25) or (codigo[m]=20)) then 
( a  m es punto interior de tramo o punto extremo 
cerrado aguas arriba perteneciente a nodo 













( *  m es punto extremo cerrado aguas abajo 








(*  m es punto extremo cerrado aguas abajo 








( *  m es punto extremo abierto aguas arriba con condicion 







(*  m es punto extremo abierto aguas arriba con condicion 












begin ( *  barrido descendente *) 
for m:=l to npuntos-1 do 




























if(codigo[m+ll=20 ) then for 1:- 1 to 3 do c2[m,l]:=c2[m-1,ll 
end ; 
begin 
write('Nombre del archivo de resultados '1 ;  
readln(contor) ; 
assignisalida,contor); 
( *  cuencas *) 




write('Archivo de condiciones de contorno ' ) ;  
readln(contor); 
assign(contorno,contor); 
reset ( contorno ) ; 





if (unidad=' minutes') then dts:=dt*60.0 
else if(unidad=' horas') then dts:= dts3600.0 
else dts:= dta86400.0; 
imp:=l; 





















( *  este programa resuelve el modelo de red fluvial con estructura 
deltaica mediante un metodo directo de solucion del sistema Ax=b, 
donde A es una matriz de coeficientes constantes *) 
( *  maximo numero de puntos de discretization *) 
( *  maximo numero de condiciones de conborno *) 
j*  parametro de "implicitud" *) 
( *  maximo numero de intervalos de impresion *)  
( *  maximo numero de tramos *) 
(*  maximo orden de la submatriz superior izquierda *) 
( a  maximo numero de confluencias *) 
( *  maximo numero de elementos no nulos de cada columna 
del rectangulo superior derecho *) 
type intnpmx= 1. . npmx ; 
intjmx=l..jmx; 
intnpmtx= 1. . npmtx ; 
intntrzl . . ntr; 
intndmx=l..ndmx; 
int impr= 0. . imprix ; 
intntram= I. . ntramx ; 
arraycf=arrayCintntram] of 0.  . jmx; 
arraytrZ=array[ intntram] of intnpmtx; 
arrayx=array[intnprnx] of intntram; 
arraytrl=arrayCintntram] of intnpmx; 
array25=array[l..ZJ1..51 of real; 
arrayd=array[intndmxl of real; 
arraypx=array[intnpmxj of real; - 
arraypxi=array[intnprnx] of integer; 
string6=string[6l;string7=strir1g[7]; 
arrayp=array[ intnprrjx] of string6 ; 
arraypx3=array C intnpmtx, 1. - 3 1  of real; 
arraysol=array{intnpmtx] of real; 
arrayntr=array[ intntram] of 0. .ntr; 
arrayntrj=array[intr~tram,intjmx] of real; 
arraycua=arrayCintjmx,intjmx] of real; 
arrayrhs=arrayCintjmx] of real; 
var contorno,salida:text; 
m ,npuntos : intnpmx; imp, impri: intirnpr; 




codigo , ubica : arraypxi ; 




cd: arraycua;X: arraym1;cz:arrayntx-j ; 
function min(i1,iZ:integer):integer; 
begin 
if(ilci2) then min:=il else min:=i2 
end ; 
procedure leemodelo(var npuntos:intnpmx;var nombre:arrayp; 
var xcoor:arraypx; 
var codigo,ubica:arraypxi); 
( *  lee 10s datos fisicos,geometricos y topograficos de la red fluvial *)  
var red:text;modelo:string~l2];titulo:string[8O];m:intnpmx; 
begin 







for m:=l to npuntos do 
begin 
readln(red,nombre[m],~~o~r[m],codigo[m],ubica[m]); 
writeln(salida,'Seccion ',m,' ',nombre[m], 
Coordenada (km) ',xcoor[m]:8:2); 
writeln( salida, 
Codigo ',codigo[m]:3,' relacionado con ,ubica[ml:3); 
end ; 
close ( red) 
end ; 
procedure leeinic(npuntos:intnpmx;var Q,Z:arraypx); 
(*  lee condiciones iniciales en 10s puntos de discretization *) 
var iniciales: text;m:intnpmx; 
inicial:string[12]; 
begin 




for m:= 1 to npuntos do read(iniciales,&Cm]); 




var ubica, codigo:arraypxi;var ndat:intndmx; 
var impri:intimpr; 
var tinic,dt,tfin:real); 
( *  este procedimiento indica cuales seran las condiciones de contorno *) 
var borde:int,eger; tiem: char; m:intnpmx; 
begin 
for m:=l to npuntos do 
if (codigo[m]=lO) or (codigo[m]=90) then 
begin 
writeln('Codig0 de la seccion ',m); 
writeln('Codigo 1= vel. dada'); 
writeln('Codigo 2= cota dada'); 
writeln('Codig0 3= ley cota/vel.'); 
readln(borde); 
while (bordecl) or (borde >3) do 
begin 




write(-Ubicacion del dato en el vector de datos * ) .  
readln(ubicaCm1) 
end ; 
write('Numero de condiciones de contorno ' ) ;  
readln(ndat1; 
Resumen del modelo'): 
Codigo ' * Seccion ~oordenada (km) 
- Apuntador'); 
writeln(sa1ida); 
for m:=l to npuntos do 
writeln(salida, nombre[m]:8,xcoor[m3:12:3, 
codigo(m]:l2,ubica[m]:11); 
write('Tiemp0 inicial de calculo ' ) ;  
readln(tinic); 
write('Interva10 dt de calculo * ) ;  
readln(dt); 
write('Tiemp0 final de calculo ' ) ;  
readln(tfin); 
write(*Cada cuantos intervalos se imprime? * ) :  
readln(impri); 
if(impri=O) then impri:=l; 
writeln(salida,-Intervalo dt de calculo ',dt:7:2); 
writeln(salida,-Tiempo final *,tfin:9:2 ) ;  













for m: = 1 to npuntos do 




(*  imprime resultados en determinados instantes *)  









write(salida,' ' 1 ;  
for m:= m l  to m2 do write(salida,nombre[m]:7); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Z - 1 ;  
for m:= ml to m2 do write(salida,Z[m]:7:3); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'V - 1 ;  




procedure leedat(ndat:intndmx;var dat:arrayd ;var t:real); 




for nd:= I to ndat do read(contorno,dat[nd]) 
end ; 
procedure interdat(t:real;ndat:intnd.x;var dat,datl,dat2:arrayd; 
var t,l , t2 : real ) ; 
( *  interpola linealmente datos de contorno en instantes t en funcion 
de 10s datos de que dispone en instantes tl, t2, con tl < t < =  t2 * )  
var nd:int,ndmx;tetl,tet2:real; 
begin 






tetrl:= (t,Z-t)/(t2-t1) ; 
tet2:=l-tetl; 
for nd:=l to ndat do dat[nd]:=tetl*datl[11d]+tet2*dat2[~d] 
end ; 
procedure armado(codigo,ubica:arraypxi;npuntos:intnpmx;va imax:intnpmtx; 
var jmax:intjmx;var kmax:intntram;var asig:arrayx; 
var comtramo,fintramo:arraytrl;var lil,li2:arrayntr: 
var npl,np2:arraytrZ;var j1,jZ:arraycf); 





j : = ( I ;  
for m:=l to npuntos do 
if((codigo[ml=ll) or (codigoCm]=12) or (codigo[m]=25) or 
(codigo[m]=51) or (codigo[m]=55)) then 
begin 
comtramoik]:=m; ( *  punto de comienzo del tramo k * )  
npl[k]:=i; (*  primer fila del tramo k  *) 
asig[m]:=k; (*  tramo a1 que pertenece el punto k * )  if((codigo[m]=ll)or (codigo[m]=12)) then 
( *  m es punto extremo abierto aguas arriba *) 
begin 
j l [ k ]  : = O ;  
lil[k] : =[I 
end 
else 
if((codigo[m1=51) and (~bica[m]>~)) then 
(*  m es punto extremo cerrado aguas arriba 





lil[Ic] : = I  
( *  j indica la j-sima confluencia; 
jllkl indica sue el extremo aguas arriba del tramo k 
es la j-sima conf luericia; 
lil[k] es la primer fila correspondiente a1 tramo k * )  
end 
else 






(* m es un punto extremo aguas arriba de tramo perteneciente 
a1 nodo de afluencia {m-l,ubica[m],m) * )  
begin 
jlCkI:=j2[k-11; 




( *  m es un punto extremo aguas arriba de tramo pertenecien5e 







else lil[k] : =2 
else 
if((codigo[ml=0) and (codigo[m+l]<>20) and (codigo[m+l]<>25) and 
(~odigo[m+l]<>55)) then 
( *  m es un punto interior de tramo normal 







if (codigo[m+ll=20) then asig[m]:=k 
else 
if((codigo[m+l]=25) or (codigo[m+l]=55) or (codigo[m]>90) 





if (codigofm] >901 then 
(*  m es punto extzemo abierto aguas abajo *)  
begin . 
jZ[k] : =O; 
liZ[k] : =O 
end 
else 
if((codigoCm]=21) and (ubica[ml<m)) then 
( *  m es punto extremo cerrado aguas abajo 











li2[k] :=I  
end 
else 
if~(codigo[m+ll=55) and (ubica[m+l] <m)) then 
(* m es punto extremo cerrado aguas abajo 






if((codigo[m+ll=25) and (ubica[m+lj<m)) then 
( *  m es punto extremo cerrado aguas abajo perteneciente 
a1 nodo de afluencia {m,ubica[m],m+l} * )  
begin 
j2[kl:=j2[asig[ubica[m+l]]]; 
li2[k] : =2 
end 
else 








kmax : =I< ; ( *  numero de tramos *) 
jmax:=j; ( *  numero de confluencias *)  
imax:=i+l (* numero de ecuaciones de Saint-Venant discretizadas 







dat:arrayd;var c:arraypx3; var c2:arrayntr.j; 
var cr,Y:arrayrhs;var cd:arraycua; 
var Q,Z:arraypx); 
(* resuelve el sist,ema Bx=b en cada interval0 de tiempo de calculo *) 
var lc:intntram;a:arrau25: 
procedure rectder(cf,cz,cl,c2,~3:real;var czl,cq,cd,cr:real); 
(*  completa la triangulation del tramo fila a fila si el extremo 









procedure coefis(m:intnpmx;dts,teta:real ; 
xcoor,Q,Z:arraypx; var a:array25); 
















procedure desciende(i:integer;a:array25;XI,X2,X3:real;var Yl,Y2,YS,coef:real 







procedure comienzo(i:integer;dd:real;a:array25;var Xl,X2,X3,Yl,Y2,Y3:real); 




I X2:=a[1 ,31; X3:=a[1,5]-dd*a[i,Z-ij; 








procedure banda(var a:array25); 




for 1:: 2 to 5 do a[2,1]:=a[2,1]-coef*a[i,l]; 
coef:=a[1,4l/a[2,4]; 
for 1:=2 to 3 do a[l,l]:=a[l,l]-~oef$~[2,1]; , 
a[1,51:=a[1,5]-coefxa~2,5] 
end ; 
( *  modifica las ecuaciones para considerar inyeccion lateral de caudal 
var i:1..2; 
begin 




if (jmax>O) then 
begin 
( *  matriz *)  
(* inicializacion en cero *) 
for 1:=1 to ntr do for j:=l to jmax do cz[l,j]:=O; 
for j:=1 to jmax do 
begin 
cr[j] : = O ;  
for jpost:=l to jmax do cd[j,jpost]:=O 
end 
end ; 
for k:=l to lcmax do 
begin 
ml:=comtramo[k]; 





if(j=O) then ( *  ml es un extremo abierto *)  
begin 
if(codigo[ml]=ll) then comienzo(l,dat[ubica[ml]]-Q[ml], 
a,c[i,ll,c[i,2l,c[i,3], 
c~i+l,ll,cCi+lJ21,c[i+lJ3]) 
( *  condicion de contorno aguas arriba caudal Q *) 
else 




( *  condicion de contorno aguas arriba nivel Z *) 
else 
( *  ml pertenece a un nodo de confluencia *) 
begin 
( *  anula la fila con condicion de compatibilidad de 
Stoker en 10s caudales *) 
cd[j,jl:=cd[j, j]~cz[l, jl~coef; 
crCjl:=crCjl-c[i,3]*~0ef 
end ; 




if( j>O) then 1:=1+2; 
coefis(m,dts,teta,xcoor,Q,z,a); 
if(codigo[m+Zl=Z#) then rhs(a,dat[ubica[m+2]]-(Q[m+2]-Q[m+l])); 
banda(a) ; 








(*  condition de contorno aguas abajo caudal Q *, 
begin 
for r:=O to 1 do 






























cd:arraycua;var X:arraysol;var Y:arrayrhs); 
( *  barrido ascendente de la matriz *) 
var k:int.ntram;j,jant,:0..jmx;i:intnpmtx;l:O..ntr; 
procedure gausspivmax(n:intjmx;a:arraycua;b:arrayrhs;var x:arrayrhs); 
(*  solucion de un sistema lineal por el metodo de Gauss con 
pivote maximal por columna *) 
var i,j,k,fili,filk:intjmx;piv:real;fil:array[intjmx] of intjmx; 
begin 
for i:=l to n do fil[i]:=i; 
for i:=l to n-1 do 
begin 












for k:=i+l to n do 
begin 
filk:=fil[k]; 
if (abs(a[filk ,i])>0.C)000#00001) then 
begin 
piv:=a[filB,il/a[fili,i]; 















if(jmax>O) then gausspivmax(jmax,cd,cr,Y); 
for k:=kmax downto 1 do 
begin 
j:=jZ[k]; 
i: =np2[lr] ; 
jant:=jl[k]; 
1: =lil[k] ; 
if((j=o) and (jant=O)) then X[il:=c[iJ3]/c[i,l] 
else 






if((j>O) and (jant>O)) then 
X[i]:=(c[i,33-Y[j]*czCli2[k],j] 
-Y[jantl*cz[l+np2[k]-ripl[k],jant])/c[i,l]; 
for i:=npZ[kJ-1 dowrito npl[k] do 
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( a  deltsimp *) begin 







t,f in ) ; 
imp:=O; 
write('Archivo de condiciones de contorno ' ) :  
readln(contor); 
ass ign (con to rno ,con to r ) ;  






















i m p :  =0 
end; 
t: =t+dt ; 





L2 program delta; 
I - '  (;X este programa resuelve el modelo de red fluvial con estructura 
- deltaica mediant.e un metodo directo de solucion del sistema Ax=b *) 
const npmx=48; (* maximo numero de puntos de discretizacion *)  
ndmx=6 ; ( *  maximo numero de condiciones de contorno *) 
I 
I teta=0.85; (*  parametro de "implicitud" *) 
A ntabx=2 ; (* maximo numero de elementos de las tablas *) 
imprix=lO; ( *  maximo numero de intervalos de impresion *) 
-1 ntramx=20; (*  maximo numero de tramos *)  
- 
I npmtx=200; (* maximo orden de la submatriz superior izquierda *) 
(*  maximo numero de confluencias *) 
( *  rnaximo numero de elementos no nulos de cada columna 
. 





intntabx= 1. . ntabx ; 
intndmx=l..ndmx; 
intimpr=O..imprix; 
intntram= 1. . ntramx; 
arraycf=arrayCintntraml of D..jmx; 
arraytrZ=array[intntram] of intnpmtx; 
arrayx=arrayCintnpmx] of intntram; 
arraytrl=array[intntram] of intnpmx; 
array25=array[l..ZJ1..5] of real; 
arrayd=array C intndmx] of real; 
arraynt=arrayCintnprnx,ir1tr1tabx] of real; 
arraypx=arrayCintnPmx] of real; 
arraypxi=array[intnpmx] of integer; 
arrayt=array[ intntahx] of real ; 
string6=string[6];~tring7=~tring[7]; 
arrayp=arrayCintnpmx] of string6; 
arraypx3=array[intnpmtx,1..3] of real; 
arraysol=array[ intnpmtx] of real; 
arrayntr=array[ intntram] of 0. . ntr; 
arrayntrj=array[intntram,intjmx] of real: 
arraycua=array[intjmx,intjmx] of real; 
arrayrhs=array[intjmx] of real; 
var contorno,salida:text;unidad:string7; 











cd: arraycua; X: arrayml; cmrrayntrj ; 
function min( il, i2: integer) : integer; 
begin 
if(ilci2) then min:=il else min:=i2 
end ; -- 
procedure leemodelo(var npuntos:intnpmx;var ntab:intntabx;var nombre:arrayp; 
var tab1aH:arrayt;var xcoor,cota:arraypx; 
var codigo,ubica:arraypxi;var tablaB,tablaD:arraynt); 











for k:=l to'ntab do read(red,tablaH[kl);readln(red); 
writeln(salida, ' Tabla de alturas (en m)'); 
for k:= 1 to ntab do writeln(salida,k:2,tablaH[k]:12:2); 
for m:=l to npuntos do 
begin 
read(red,nombre[m],xco~r[m],cota[m],codigo[m],ubica[m]); 
writeln(salida,'Seccion ',m, ',nombre[m], 
Coordenada (km) ~,xcoor[m]:8:2); 
writeln(salida,' Cota de referencia (m) ',cota[m]:8:2, 
Codigo ',codigo[m]:3,' relacionado con ',ubica[m]:3); 
writeln(salida,' Tabla de anchos (en m) * ,  
Tabla de coeficientes de conduccion (en 1000m3/s)'); 
xcoor[m]:=xcoor[m]*lOO0; 
for k:=l to ntab do read(red,tablaB[m,k]); 











T procedure leeinic(npuntos:intnpmx;var Q,Z:arraypx); 
'.- (*  lee condiciones iniciales en 10s puntos de discretization *)  
I var iniciales : text ; m: intnpmx; inicial:string[lZ]; 
1 begin 
write('Nombz-e del archivo de condiciones iniciales ' ) ;  
I readln(inicia1); assign(iniciales,inicial); 
reset(inicia1es); 
I for m:= 1 to npuntos do read(iniciales,Q[m]); 
1. for m:= 1 to npuntos do read(iniciales,Z[m]); 
close(inicia1es) 
I end ; 
I 
L .  
procedure leeborde(npuntos:intnpmx;nombre:arrayp;xcoor,cota:arra~px; 
var ubica, codigo:arraypxi;var ndat:intndmx; 
var impri:intimpr; 
var tinic,dt,tfin:real;var unidad:string7); 
- (*  este procedimiento indica cuales seran las condiciones de contorno *) 
var borde:integer; tiem: char; 'm:intnpmx; 
begin 
for m:=l to npuntos do 
if (codigo[m]=lO) or (codigo[m]=90) then 
begin 
writeln('Godigo de la seccion ',m); 
writeln('Codigo 1= caudal dado'); 
writeln('Codigo 2= cota dada'); 
writeln('Codigo 3= ley cota/caudalF); 
readln(borde); 
while (bordecl) or (borde > 3 )  do 
begin 




write('Ubicacion del dato en el vector de datos I 
readln(ubica[m]) 
end ; 
write('Unidad de tiempo (d,h,m) ' ) ;  
readln(tiem); 
write('Numer0 de condiciones de contorno '1 
readln(ndat); 
if(tiem=*dr) then unidad:=' dias' 
else if(tiem='h') then unidad:=' horas' 
else unidad:=' minutos'; 
writeln(salida,' Resumen del modelo'); 
writeln(salida, 
Seccion Coordenada (km) Cota de referencia (m) 
Apuntador'); 
writeln(sa1ida); 
for m:=l to npuntos do 
writeln(salida, nombreCm3 :8,xcoor~rn]/lC)C)C) .[I: 1 2 :  3, 
cota[m]:27:2,codigo[m]:12,ubica[m]:ll); 
Codigo , 
write('Tiempo inicial de calculo ' ) ;  
readln(tinic); 
write('1ntervalo dt de calculo ' ) .  
readln(dt); 
write('Tiempo final de calculo ' ) ;  
readlnltfin); 
write('Cada cuantos intervalos se imprime? ' ) ;  
readln(impri); 
if(impri=0) then impri:=l; 
writeln(salida,'El tiempo se mide en',unidad,'.'); 
writeln(salida,'Tiempo inicial ',tinic:9:2,unidad); 
writeln(salida,'Intervalo dt de calculo ',dt:7:2,unidad); 
writeln(salida,'Tiempo final ',tfin:9:2 ,midad); 





( *  calcula las areas, anchos, coeficientes de conduccion 
y derivadas de coeficientes de conduccion 











for m:= 1 to npuntos do 
begin 
S[m] : =O; 
h:= Z[m]-cota[m]; 
if(h~0) then fracaso(nombre[ml); 
k:= 1; 
repeat k:=k+l until (h<tablaH[k]) or (k=ntab); 
dz:= h-tablaH[k-11; 
B[m]:= t a b l a B [ m , k - l l + d z * ( t a b l ~ m , k ] - t a b l ~ m , k - l ] ) / ( t a b l a H [ l c ] -  
tablaH[k-I]); 
(*  BCm] es el ancho mojado en el punto m * )  
( *  derD[m] es la derivada del coeficiente de conduccion 
respecto de la altura *) 
if(k>2) then for k1:=2 to k-1 do 
~~~~:~~[m~+(tablaB~m,lcll+tablaBCm,l~l-l])*(tablaH[k1]-tablaH[lrl 
( *  S[m] es el area mojada 8 )  
D[m]:=tablaD[m,k-l]+dz*derD[m] 





( *  imprime resultndos en determinados instantes *)  
var m,ml,mZ,nn: intnpmx; 
begin 
writeln(salida);writeln(salida); 
writeln(salida,'Tiempo ',t:12:2, unidad); 





write(salida,' ' 1 ;  
for mz= mi to ma do write(salida,nnmbre[m]:7); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Cota fm)'); 
fnr m ; =  ml to m 2  do write(salida,Z[m]:7:2); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Q (m3/s)'); 
for m ; =  ml ta m2 dn write(salida,&[m]:7:0); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Vel.im/s)'); 
for m ; =  m l  to m 2  ds write(safida,Q[m]/SCml:7:2) 
end 
end ; 
procedure leedat(ndat:intndmx;var dat:arrayd ;var t:real); 




for nd:= 1 to ndat do read(contorno,dat[nd]) 
end ; 
procedure interdat(t:real;ndat:intndmx; 
var dat,datl,datZ:arrayd;var t1,tZ:real); 
(*  interpola linealmente datos de contorno en instantes t 
en funcion de 10s datos leidos en instantes tl y t2 
con tl < t < =  t2 *) 
begin 
while(t > t2+0,0001)do 
begin 
tl:=t2; 





for nd:=l to ndat do dat[nd]:=tetl*datl[nd]+tetZ*datZ[nd] 
end ; 
procedure armado(codigo,ubica:arraypxi;npuntos:intnpmx;var imax:intnpmtx; 
var jmax:intjmx;var kmax:intntram;var asig:arrayx; 
var comtramo,fintramo:arraytrl;var li1,liZ:arrayntr; 
var np1,npZ:arraytrZ;var j1,jZ:arraycf); 
(*  arma la estruct.ura general de la matriz *) 
var i:-l..npmtx;j:O..jmx;k:O..ntramx; 
begin 
I r : = O ;  
i: =-I; 
j:=O; 
for m:=l to npuntos do 
if((codigo[m]=ll) or (codigo[m]=12) or (codigo[m]=25) or 
(codigo[m]=51) or (codigo[mf=55)) then 
begin 
k:=k+l; 
i : =i+3 - J 
comtramo[k]:=m; ( *  m es punto de comienzo del tramo k *) 
npl [lr] : =i ; ( *  primera fila del tramo k *) 
asig[m]:=k; ( *  tramo a1 que pertenece el punto m *)  
if((codigo[m]=ll)or (codigo[m]=12)) then 
(*  m es punto extremo abierto aguas arriba *) 
begin 
jl[k]:=O; 
lil[k] : = O  
end 
else 
if ( (codigo[m]=51) and (ubica[m]>m) ) then 
( *  m es punto extremo cerrado aguas arriba 





lil[k] := I  
( *  j indica la j-sima columna de con flu en cia^; 
j l [ k )  es la columna de confluencias correspondiente a1 
extremo cerrado aguas arriba del trarno k; 
lil[k] indica que sobre la colurnna j hay lil[k]-1 elementos no nulos *) 
end 
else 







(* m es punto extremo cerrado aguas arriba tal que el nodo de 
afluencia a1 que pertenece es {m-l,ubica[m],m} *) 
begin 
jl[k]:=j2[k-11; 





(* m es punto extremo cerrado aguas arriba tal que el nodo de 














if (codigo[m+l]=20) then asig[ml:=k 
else 
if((codigo[m+l]=25) or (codigo[m+l]=55) or (codigo[m]>SO) 
or (codigo[m]=21)) then 
begin 
np2[k]:=i+l; (*  -ultima fila del tramo k *)  
fintramo[k]:=m; ( *  ultimo punto del tramo k *) 
asig[m]:=k; 
if (codigo[m] >90) then 
begin 
j2[k]: =0; 
liZ[k] : =0 
end 
else 






























li2[lr] : =1 
end 
end ; 
kmax : =$ ; ( *  numero de t.ramos * )  
jmax:=j; (*  numero de confluencias *) 
imax:=i+l ( S  numero de ecuaciones de Saint-Venant discretizadas 







dat:arrayd;var c:arraypx3; var cz:arrayntrj; 
var cr,P:arrayrhs;var cd:arraycua; 
var Q,Z:arraypx); 




procedure rectder(cf,czYcl,c2,c3:real;var czl,cq,cd,cr:real); 
( *  completa la triangulation del tramo fila a fila si el 









procedure coefis(m:intnpmx;dts,teta:real ; 
xcoor,Q,Z,S,D,B,derD:arraypx; var a:array25); 
( *  calcula 10s coeficientes de las ecuaciones 























procedure descisnde(i:integer;a:array25;Xl,X2,X3:real;var Yl,Y2,Y3,coef:real); 






I end ;  
procedure comienzo(i:integer;dd:real;a:array25;var XlJX2,X3,Y1,Y2,Y3:real); 














procedure bandalvar a:array25); 




for 1:= 2 to 5 do a[Z,l]:=a[Z,l]-coef*a[1,1]; 
coef:=a[1,4]/a[2,4]; 
for 1:=2 to 3 do a[l,l]:=a[l,l]-coef*a[2,1]; 
a[l,51:=a[lJ5]-coefxaC2,W 
end ; 
procedure rhs(var a:array25;dd:real); 
l* modifica las ecuaciones si hay inyeccion lateral de caudal *)  
' var i:1. .2; 
begin 




i if (jmax>O) then 
1 i  begin 
for 1:=1 to ntr do for j 
i ' ,  for j:=1 to jmax do 
begin 
- cr[j]:=O; 
I for jpost:=l to jmax 
end 
( *  matriz *)  
=1 to jmax do cz[l,j]:=O; 
end ; 








if(j=O) then (*  ml es extremo abierto ) 
begin t 
if(codigo[ml]=ll) then comienzo(l,dat[ubica 
a,c[i,ll,cCi,2l,cC 
c[i+l,l),c[i+l 
(*  condicion de contorno aguas arriba caudal Q *) 
else 
if(codigo[mll=12) then comienzo(0,dat[ubica[ml]]-Z[ml], 
a,cCi,ll,c[i,2l,cLi,31, 
c[i+l,l],c[i+l,2],c[i+l,3]) 
( *  condicion de contorno aguas arriba nivel Z *) 
end 
else 
begin (*  ml pertenece a una confluencia *) 
comienzo(0,0,a,c~i,lI,c[i,2],c[i,3],c[i+l,l],c[i+l,2],c[i+l,3] 
l (*  anula la fila con condicion de compatibilidad de Stoker en 10s caudales * '  
end ; 




if(j>O) then 1:=1+2; 
~ ~ e f i ~ ( m , d t ~ , t e t a , ~ ~ ~ ~ r , Q , Z , S , D , B , d e r D , a ) ;  
if(codigo[m+2]=20) then rhs(a,dat[ubica[m+Z]]-(Q[m+2]-Q[m+l])); 
( *  inyeccion lateral de caudal *)  
banda(a) ; 









(* condicion de contorno aguas abajo caudal Q *) 
begin 
for r:=O to 1 do 
c[i+r,3]:=c[i+r,3]-c[i+r,2-r]*(dat[ubica[m2]]-Q[m21); 
c[i, 21 : =O; 
c[i+l,l]:=c[i+l,2]; 
c[i+l,2] : = O ;  
















begin (*  extremo aguas abajo pertenece a nodo de confluencia*) 



















cd:arraycua;var X:arraysol;var Y:arrayrhs); 
( *  barrido ascendente *) 
var k:intntram;j,jant:O..jmx;i:intnpmtx;l:O..ntr; 
procedure gausspivmax(n:intjmx;a:arraycua;b:arrayrhs;var x:arrayrhs); 
( *  solucion de un sistema lineal por el metodo de Gauss con 
pivote maximal por columnas *) 
var i,j,k,fili,filk:intjmx;piv:real;fil:array[intjmx] of intjmx; 
begin 
for i:=l to n do fil[i):=i; 

















for B:=i+l to n do 
begin 
filB:=fil[k]; 
if (abs(a[filk, il) >O.OOOi~OOOC~C~1) then 
begin 
piv:=a[filk,i]/a[fili,i]; 















if(jmax>0) then gausspivmax(jmax,cd,cr,Y); 






if((j-0) and (jant=O)) then X[i]:=c[i,S]/c[i,l] 
else 




~ [ ~ ~ : ~ ~ ~ ~ ~ , ~ 1 - ~ ~ j a n t l * c z ~ l + n p 2 [ k ] - n p l [ ~ c ] , j a n t ] ) / ~ [ i ~ l ]  
else 
if((j>O> and (jant>O)) then 
X[i1:=~~[iJ31-YCjl*cz[li2[k],j] 
-YC jantl*o[l+npZCk]-npllkl ,jent])mi, 11; 
for i:=npZlk]-1 downto npl[k] do 
if(jant)0) then XCil:=(c[i,3]-Y[jant]*~~[l+i-n~lEk]~jant] 
-XEi+ll*c[iy21)/c[i,1] 











for k:=l to kmax do 
begin 
j:=jl[k]; 
ml: =comt,ramo[k] ; 
mZ:=fintramo[k]; 




























j : = j2[lr] ; 






















write('Nombre del archivo de resultados 




( *  delta * 
leemodelo(npuntbs, ntab, nombre , tablaH, xcoor cota, cocligo ubica tablaB, 
tablaD) : 
leeinic(npuntos, Q, Z )  ; 
leeborda ( n p u n t , n ~ ,  ne1~1bx-Q xi;!i=ri:~~, i-latIw ubii;!w txtdig~:) ndat, impri tinic, dt , 
tfin,unidad); 
imp:=O; 
write('Arehiva d~ canditzianeg de eanturnu ' ) ;  
readln (contor) ; 
assign(contorno,contor); 
reset(contorn0); 
~>~*~i;!~ezi~f,+>13i844%~& 3 Hk~b, ,  i?~i&%i & ~ b l a u  $gblsB t,g,hlal~, , deru S , D )  ; 
imprime(unidad , tini~z npuntt:'~, n13mbre, Z, Q, S) ; 
leedat(ndat,datl,tl); 
leedat(ndat,datZ,tZ); 
if (unidad=' minutes') then dts:=dt*60.0 
else if(unidad=' horas') then dts:= dt*3600.0 
else dts : = dt*86400.0 ; 




























( *  este programa resuelve el modelo de red fluvial con estructura deltaica 
por el metodo iterativo de Kacmarcz o de proyecciones para la resolucion 
del sistema lineal Ax=b *) 
const npmx=48; 
ndmx=6 ; 
teta=O .90 ; 
npmx2=200 ; 
nprnx5 = 10 0 0 ; 
( *  maximo numero de puntos de discretizacion *)  
( *  maximo numero de condiciones de contorno *)  
( *  parametro de "implicitud" a)  
( *  maximo orden posible de la matriz *) 
(* mmaximo numero de elementos no nulos de la matriz*; 
(a maximo numero de elementos de las tablas *) 








arrayl5=array[l..5] of real; 
arrayl5i=array[l..npmx5] of integer; 
arrayl5r=array[l..npmx5] of real; 
arrayl2i=array[l..npmx2] of integer; 
arrayl2r=array[l.,npmx2] of real; 
arrayd=array[intndmx] of real; 
arraynt=array[intnpmx,intntabx] of real; 
arraypx=array[intnpmx] of real; 
arraypxi=array[intnpmx] of integer; 
arrayt=array[intntabx] of real; 
string6=string[6];string7=string[7]; 
arrayp=array[intnpmx] of string6; 
var contorno,salida:text;unidad:string7; 






contor: string[12] ;tablaH:arrayt; 
tablaB,tablaD:arraynt; 
v: arrayl2i; w:arrayl5i; 
jmax:intnpmx5;imax:intnpmx2; 
function min(a1,aZ: integer): integer; 
begin if (al<a2) then min:=al else min:=a2 end; 
procedure leemodelo(var npuntos:intnpmx;var ntab:intntabx;var nombre:az-ra: 
var tab1aH:arrayt;var xcoor,cota:arraypx; 
var codigo,ubica:arraypxi;var tablaB,tablaD:arraynt); 











for k:=l to ntab do read(red,tablaH[k]);readln(red); 
writeln(salida,' Tabla de alturas (en m)'); 
for k:= 1 t,o ntab do writeln(salida,k:2,tablaH[k]:l2:2); 
for m:=l to npuntos do 
begin 
read(red,nombre[m],xcoor[m],c~m],codigo[m],ubica[m]); 
writeln(salida,'Seccion ',m, * ',nombre[m], 
' Coordenada (km) ',xcoor[m]:8:2); 
writeln(salida,' Cota de referencia (m) ',cota[ml:8:2, 
Codigo *,codigo[m]:3,' relacionado con ',ubica[m]:3); 
writeln(salida,' Tabla de anchos (en m) * ,  
Tabla de coeficientes de conduccion (en 1000rn3/s)" 
xcoor[m] : =xcoor[m]*lt~O0 ; 
for k:=l to ntab do read(red,tablaB[m,k]); 
for k:=l to ntab do 
begin 
read(red,tablaD[m,k]); 








procedure leeinic(npuntos:intnpmx;var Q,Z:arraypxj; 
( *  lee condiciones iniciales de cada punto de discretization *) 
var iniciales: text;m:intnpmx; 
inicial:string[12]; 
begin 




for m:= 1 to npuntos do read(iniciales,Q[ml); 




var ubica, codigo:arraypxi;var ndat:intndmx; 
var impri:intimpr; 
var tinic,dt,tfin:real;var unidad:string7); 
( *  este procedimiento indica cuales seran las condiciones de contorno *) 
var borde : integer; char ; 
begin 
for m: =l to npuntos do 
if (codigo[m]=lO) or (codigo[m]=90) then 
begin 
writeln('Codig0 de la seccion ',m); 
writeln('Codigo 1= caudal dado'); 
writeln('Codigo 2= cota dada'); 
writeln('Codigo 3= ley cota/caudal'). 
readln(borde); 
while (bordecl) or (borde >3) do 
begin 




write('Ubicacion del dato en el vector de datos ) ;  
readln(ubica[m]) 
end ; 
write('Unidad de tiempn (d,h,m) ' ) ;  
readln(tiem); 
write('Numer0 de condiciones de contorno 
readln(ndat); 
if(tiem='dr) then unidad:=' dias' 
else if(tiem='hP) then unidad:=' horas' 
else unidad:=' minutos'; 
if(impri=0) then impri:=l; 
writeln(salida,' Resumen del modelo'); 
writeln(salida, 
Cota de referencia (m) Codigo Seccion Coordenada (km) 
* Apuntador'); 
writeln(sa1ida); 
for m:=l to npuntos do 
writeln(salida, nombre[m]:8,xcoor[m1/1000.C1:12:3, 
cota[m]:27:2,codigo[m]:12,ubica[m]:ll); 
writ.e('Tiempo inicial de calculo ' ) ;  
readln(tinic); 
write('Interva10 dt de calculo ' ) ;  
readln(dt); 
write('Tiemp0 final de calculo ' ) ;  
readln(tfin); 
write('Cada cuantos intervalos se imprime? ' ) ;  
readln(impri); 
writeln(salida,'El tiempo se mide en',unidad,'.'); 
writeln(salida,'Tiempo inicial ',tinic:g:Z,unidad); 
writeln(salida,'Intervalo dt de calculo ',dt:7:2,unidad); 
writeln(salida,'Tiempo final ',tfin:9:2 ,unidad); 
writeln(salida,'Numero de condiciones de contorno ',ndat); 
writeln(salida,'Tolerancia admitida ',converg:l0:5); 





( a  calcula areas, anchos, coeficientes de conduccion y 











for m:= 1 to npuntos do 
begin 
h:= Z[m]-cota[m]; 
if(hc0) then fracaso(nombre[m]); 
I< :=  1; 
S[m]:=O; 




(*  B es el ancho mojado * )  
( *  derD es la derivada del coeficiente de conduccion respecto 
del nivel Z *) 




( *  S es el area mojada % )  
( *  D es el coeficiente de conduccion *' 
end 
end ; 
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procedure armado(npuntos:int~npmx;codigo,ubi~a:arraypxi;var npl,np2,np3: 
arraypxi;var v:arraylZi;var w:arrayl5i;var jmax:intnpmx5; 
var imax:intnpmx2); 
( *  arma la estructura de la matriz por medio de vectores apuntadores *) 
var i,m,k,j:integer; 
( *  v[i] indica el numero de elementos no nulos de la fila i; 
w[j] indica la posicion del j-simo elemento no nulo de 
la matriz, recorriendo fila a fila, en la fila 
correspondiente, que se sabe cual es gracias a v[i]: 
z[j] indica el valor numeric0 de w[j] *) 
procedure armelil,iZ,m,i:.integer;var j:integer;var np2:arraypxi; 
var v:arraylZi;var w:arrayl5i); 
( *  arma 10s vectores v y w para 10s puntos que no anteceden a uno 




v[i] : =i2; 
v[i+l]:=i2; 









var np2 : arraypxi; var v: arrayl2i;var w: arrayl5i) ; 
(I arma 10s vectores v y w para puntos pertenecientes a 





























npl[l]:=l; ( %  npl indica la primera fila del par de filas 
correspondiente a1 punto m *)  
( *  np2 indica la columna en que comienzan 10s valores 
no nulos del par de filas correspondientes a1 
punto m, exceptuando 10s valores aislados *) 
for m:= 1 to npuntos - 1 do 
if((codigo[ml=20) or (codigo[ml=21) or (codigo[m]=55) or (codigo[m]=25) 
or (codigoEm]>9O)) then 
begin 
npl[m+l]:=npl[m]; ( Y  esos puntos no tienen ecuaciones *) 
np2[m+f]:=np2[m]; ( *  la columna de comienzo no se corre *)  







np3[m]:=j+l; ( *  np3 indica el lugar del vector w en que 
comienzan 10s valores correspondientes 
a la fila i *) 
if ((codigoCml=ll) or (codigo[m]=lZ))then 
arme (1,3,m,i,j,np2,v,w) 
else 





























procedure coefis(m:intnpmx;dts,teta:real ; 
xcoor,Q,Z,S,B,D,derD:armypx; var al,a2:arrayl5); 
( *  calcula 10s elementos no nulos de la matriz A *)  
var 
begin 
if((codigo[m+l]=55) or (codigo[m+l]=25) or (codigo[m+l]=20)) 






















var j:intnpmx5;var ze:arrayl5r; 
var be:arrayl2r); 
( *  asigna valores numericos a 10s elementos de la matriz para un 
punto m extremo abierto aguas arriba con caudal & dado, o extremo 
abierto aguas abajo con nivel Z dado, o extremo cerrado aguas 

























var j:intnpmx5;var ze:arrayl5r; var be:arraylZr); 
( *  asigna valores numericos a 10s elementos no nulos de la matriz 
para m punto extremo aguas arriba con nivel Z dado, o 
extremo abierto aguas abajo con caudal Q dado, o 
extremo cerrado aguas arriba perteneciente a nodo de efluencia 




z e [ j + 4 + i l + i 2 + 2 * i 3 ] : = a m + 3 x i 3 1 ;  
for k:=l to 2 do 
begin 
~e[j+k+il+l-i3]:=al[k+z-2*i3]; 

















var j:intnpmx5;var ze:arrayl5r; var be:arraylZr); 
( *  asigna valores numericos a 10s elementos no nulos de la matriz 
para punto m interior a tramo simple, o punto extremo aguas 
arriba de afluente, o punto extremo aguas arriba de efluente 
de la forma Cm-l,ubica[ml, m } *) 
var . k : integer ; 
begin 




















j : = j+8+2*i2 
end ; 
procedure kacz(imax:intnpmx2;v:arrayl2i; w:arrayl5i;be:arrayl2r;ze:arrayl51 
var x:arraylZr); 
( *  metodo de las proyecciones * \  
const iter=200000.0; 




writeln(salidaJrEl procedimiento de Kacmarz no converge 





















ilr : =ik+l ; 
if(ik>imax) then begin j:=O ;ik:=l end; 
k:=k+l; 
prod:=O; 






for il :=1 to vfik] do 
begin 
l:=w[j+il]; 









if(epsi>eps) then eps:=epsi 
end (*;writeln(eps,k:6) a )  
end ; 
j : = j+v[ik] 
until ((k>=iter) or (e~s~converg));writeln(k:15:0,eps:15:5); 
if((k>=iter) and (eps >=converg)) then noconverge 
end ; 
procedure recupera(npuntos:intnpmx;np2,codigo,ubica:arraypxi;x:arrayl2r; 
dat:arrayd; var &,Z:arraypx); 
( a  asigna resultados a las variables Z y Q actualizadas * )  
var rn:intnpmx;j:intnpmx2; 
begin 































































(*  matriz a )  begin j:=O; 
i:=l; 
for m:=l to npuntos-1 do 
if((codigo[m]<>20) and (codigo[m]<>Zl) and (codigo[m]<>25) 
and (codigo[mlc>55) and (codigo[m]<90)) then 
begin 
if(codigo[m]=51) then ik:=O else ik:=l; 
if(ubica[m+ik]<m) then il:=l else il:=0; 
coefis(m,dts,teta,xcoorJQ,Z,SJBJDJderDJalJa2); 
if(codigoCml=ll) then compactl(0,0,l,i,al,a2, 
dat[ubicaCmll-Q[ml,j,ze,be) 
else 
if(codigo[m+ll=92) then compactl(0,0,0,iJal,a2, 
dat~[ubica[m+lll-Z[m+l]JjJzeJbe) 
else 
if(codigo[m+l]=21) then compactl(ilJl,0,iJal,a2,0.,j,zeJbe) 
else 
if(codigo[ml=12) then compact2(0,0,0,iJalJa2, 
dat[ubica[m]l-Z[m] ,j,ze,be) 
else 
if(codigo[m+l]=91) then compact2(0,0,1,iJal,a2, 
dat[ubica[m+l]]-Q[m+l],jJze,be) 
else 
if(codigo[ml=51) then compact2(il,l,0,i,al,a2J0.,j,ze,be) 
else 
if(codigo[m+ll=20) then compact3(0,0,0,iJal,a2, 
dat[ubicaCm+l]l-(Q[m+l]-Q[m]),j,ze,be) 
else 
if(codigo[m+l]=25) then ~ o m p a c t 3 ( i l , l , l , i , a l ~ a 2 ~ 0 . ~ j ~ z e ~ b e )  
else 






























if (unidad=' minutos') then dts:=dt*60.0 
else if(unidad=' horas') then dts:= dta3600.0 
else dts:= dta86400.0; 
t : = tinic+dt; 
imp:=l; 
while ( t <= tfin ) do 
begin 















close ( contorno) 
end. 
- program delta2; 
( a  este programa resuelve el modelo de red fluvial con estructura deltaica 
por el metodo de Kacmarz con proyecciones sobre intersecciones de 
hiperplanos para la resolution del sistema lineal 
Ax=b *) 
(*  maximo numero de puntos de discretizacion *) 
( *  maximo numero de condiciones de contorno % )  
( *  parametro de "implicitud" * )  
(*  maximo orden posible de la matriz *) 
( %  maximo numero de elementos no nulos de la matriz* 
(;k: maximo numero de elementos de las tablas *)  









arraymedio=array[intmedio] of real; 
arraylog=arrayCintmedio] of boolean; 
arrayl5=array[1..5] of real; 
arrayl5i=array[l..np~ of integer; 
arrayl5r=array[l..npmx51 of real; 
.arraylZi=array[l..npmx21 of integer; 
arrayl2r=array[l..npmx21 of real; 
arrayd=array[intndmx] of real; 
arraynt=arrayCintnpmx,intntabx] of real; 
arraypx=array[intnpmx] of real; 
arraypxi=array[intnpmx] of integer; 
arrayt=array[intntabx] of real; 
stringG=string[G];string7=string[7]; 
arrayp=arraylintnpmx] of string6; 
var contornoJsalida:text;unidad:string7; 






contor: stringE121 ;tablaH:arrayt; 
tablaB,tablaD:arraynt; 
v: arrayl2i; w:arrayl5i; 
jmax:intnpmx5;imax:intnpmx2; 
function min(al,a2: integer): integer; 
begin if (alCa2) then min:=al else min:=a2 end; 
I procedure leemodelo(var npuntos:intnpmx;var ntab:intntabx;var nombre:arrayg 
var tab1aH:arrayt;var xcoor,cota:arraypx; 
var codigo,ubica:arraypxi;var tablaB,tablaD:arraynt); 








read( red, t.itulo) ; 
write(salida,titulo); 
read(red,ntab,npuntos); 
for k:=l to ntab do read(red,tablaH[k]);readln(red); 
writeln(salida,' Tabla de alturas (en m)'); 
for k:= 1 to ntab do writeln(salida,k:2,tablaH[k]:12:2); 
for m:=l to npuntos do 
begin 
read(red,nombreEml,xcoor[m~lcota[mlJcodigo[m],ubica[m]); 
writelnisalida,'Seccion ' ,m ,  ' ,nc~mbre[m], 
Coordenada (km) ',xcoor[m]:8:2); 
writeln(salida,' Cota de referencia (m) ',cota[m]:8:2, 
Codigo ',codigo[m]:3,' relacionado con ',ubica[m]:3); 
writeln(salida,' Tabla de anchos (en m) ' ,  
Tabla de coeficientes de conduccion (en 1000m3/s)'); 
xcoor[m]:=xcoor[m]*l000; 
for k:=l to ntab do read(red,tablaB[m,k]); 











procedure leeinic(npuntos:intnpmx;var Q,Z:arraypx); 








for m:=l to npuntos do read(iniciales,Q[m]); 




var ubica, codigo:arraypxi;var ndat:intndrnx; 
var impri:intimpr; 
var tinic,dt,tfin:real;var unidad:string7); 
(* este procedimiento indica cuales seran las condiciones de contorno *)  
var borde:integer; tiem: char; m:intnpmx; 
begin 
for m:=l to npuntos do 
if (codigo[m]=lO) or (codigo[m]=90) then 
begin 
writeln('Codigo de la seccion ',m); 
writeln('Codigo 1= caudal dado'); 
writeln('Codigo 2= cota dada'); 
writeln('Codig0 3= ley cota/caudale); 
readln(borde); 
while (bordecl) or (borde >3) do 
begin 




write('0bicacion del dato en el vector de datos ' ) ;  
readln(ubicaCm1) 
end ; 
write('Unidad de tiempo (d,h,m) ' ) ;  
readln(t,iem) ; 
write('Nurnero de condiciones de contorno ' ) ;  
readln(ndat); 
if(tiem='dP) then unidad:=' dias' 
else if(tiem='hP) then unidad:=' horas' 
else unidad:=' minutos'; 
if(impri=O) then impri:=l; 
writeln(salida,' Resumen del modelo'); 
writeln(salida, 
Seccion Coordenada (km) Cota de referencia (m) 
' Apuntador'); 
writeln(sa1ida); 




write('Tiemp0 inicial de calculo ' ) ;  
readln(tinic); 
write('Interva1o dt de calculo ' ) ;  
readln(dt); 
write('Tiemp0 final de calculo ' ) ;  
readln(tfin); 
write('Cada cuantos intervalos se imprime? ' ) ;  
readln(impri); 
writeln(salida,'El tiempo se mide enP,unidad,'.'); 
writeln(salida,'Tiempo inicial ',tinic:9:2,unidad); 
writeln(salida,'lntervalo dt de calculo ',dt:7:2,unidad); 
writeln(salida,'Tiempo final ',tfin:9:2 ,unidad); 
writeln(salida,'Numero de condiciones de contorno ',ndat) 
end ; 




(*  calcula areas, anchos, coeficientes de conduccion 










" for m:= 1 to npuntos do 
begin 
h:= Z[m]-cota[m]; 
if(h<0) then fracaso(nombre[m]); 
k:= 1; 
S[m] : = O ;  
repeat k:=B+l until (h<tablaH[lc]) or (k=ntab); 
d z : =  h-tablaH[k-11; 
B[m]:= tablaB[m,l~-l]+dz*(tablaR[m,k]-tablaB[m,k-l])/(tablaH[k]- 
tablaH[k-11) ; 
( *  B es el ancho mojado *)  
( *  derD es la derivada del coeficiente de conduccion 
respecto de Z *)  
if(k>2) then for le1:=2 to k-1 do 
SCm~:=SEml+(tablaB~m,lcll+tablaB[m,l~l-l])*(tablaH[kl]-tabla~[lcl-l]) 
S[ml:=0.5*((B[m]+tablaB[m1k-l])*dz+S[m]); 
( *  S es el area mojada *) 






( *  imprime resultados en determinados instantes *) 
var m,ml,m2,nn: integer; 
begin -- 
writeln(salida);writeln(salida); 
writeln(salida,'Tiempo ',t:12:2, unidad); ' 





write( salida, ' ' 1 ;  
for m:= ml to m2 do write(salidaJnombre[m]:7); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Cota (m)'); 
for m:= ml to m2 do write(salida,Z[m]:7:2); 
writeln(sa1ida); 
write(salidaJPQ (m3/s)'); 
for m:= ml to m2 do write(salidaJ&[m]:7:0); 
writeln(sa1ida); 
write(salida,'Vel.(m/s)'); 
for m:= ml to m2 do write(salidaJQ[m]/S[m]:7:2) 
end 
end ; 
procedure leedat(ndat:intndmx;var dat:arrayd ;var t:real); 




for nd:= 1 to ndat do read(contorno,dat[nd]) 
end ; 
procedure interdat(t:real;ndat:intndmx;var dat,datl,datZ:arrayd;var 
tl,t2:real); 
(* interpola linealrnente condiciones de contorno en un instante t 
en funcion de 10s datos de que dispone en instantes tl y t2, 
con tl<t<=t2 a )  
var nd:intndmx;tetlJtet2:real; 
begin 








for nd:=l to ndat do dat[nd]:=tetl*datl[nd]+tet2*dat2[nd] 
end ; 
procedure armado(npuntos:intnpmx;codigo,ubica:arraypxi;var npl,npZ,np3: 
arraypxi;var v:arrayl2i;var w:arrayl5i;var jmax:intnpmx5; 
var imax:intnpmx2); 
( *  arma la estructura de la matriz por medio de vectores apuntadores *) 
var i,m,k,j:integer; 
( *  v[i] indica el numero de elementos no nulos de la fila i; 
w[j] indica la ubicacion del j-simo valor no nulo de la matriz, 
recorriendo fila a fila, en la fila a la cual pertenece, 
que sabe cual es gracias a v[i]; 
z[j] es el valor numeric0 de w[j] *) 
procedure arme(il,iZ,m,i: integer;var j:integer;var np2:arraypxi; 
var v:arrnyl2i;var w:arrayl5i); 
(*  arma 10s vectores v y w para 10s puntos que no anteceden a uno 
perteneciente a un nodo de afluencia o efluencia % )  
var k : integer; 
begin 
np2[m+l]:= np2[m]+il; 
v[i] : =i2; 
v[i+l]:=i2; 









var np2:arraypxi;var v:arraylZi;var w:arrayl5i); 
( *  arma 10s vectores v y w para puntos pertenecientes a 




















for k:=l to i2-1 do 
begin 
w[j+k]:=np2[ml+k-1; 
w[j+k+iZ] : =w[k+j] 
end ; 
j : = j + i 2 * 2  
end ; 
begin 
j :=O;  
npl[l]:=l; 
( *  armado * )  
(*  npl indica la primera fila del par de filas 
correspondiente a1 punto m *) ( a  np2 indica la columna en que comienzan 10s valores 
no nulos del par de filas correspondientes a1 
punto m, exceptuando 10s valores aislados * )  
for m:= 1 to npuntos - 1 do 
if((codigo[m1=20) or (codigo[m]=21) or (codigo[m]=55) or (codigo[ml=25 
then 
.> 
or (codigo[m]>90)) then 
begin 
npl[m+ll:=npl[ml; ( *  esos puntos no tienen ecuaciones *) 
np2[m+ll:=np2Cml; (*  la columna de comienzo no se corre *) 






np3Cml:=j+l; ( *  np3 indica el lugar del vector w en que 
comienzan 10s valores correspondientes 
a la fila i *) 
if ((codigo[ml=ll) or (codigo[m]=12))then 
arme (1,3,m,i,j,npZ,v,w) 
else 



























be, x: arrayl2r; 
ze:arrayl5r;i:intnpmx2;j:intnpmx5;ik,il:integer; 
procedure c o e f i s ( m : i n t n p r n x ; d t ~ , t e t a : r e a l  ; 
xcoor,Q,Z,S,B,D,derD:arraypx; var al,a2:arrayl5); 
(*  calcula 10s valores de los elementos no nulos de la matriz *) 
var 
begin 
if((codigo[m+l]=55) or (codigo[m+l]=25) or (codigo[m+l]=20)) 



















a 2 [ 5 1 : = ( Q [ n l - Q [ n + l l ) / t e t a  
end ; 
procedure compactl(il,i2,i3:integer;i:intnpmx2;al,a2:arrayl5;dd:real; 
var j:intnpmx5;var ze:arrayl5r; 
var be:arraylZr); . 
( *  asigna valores numericos a las variables si el punto de discretizacion 
m es extremo abierto aguas arriba con condicion de contorno Q, 
o extremo'abierto aguas abajo con condicion de contorno 2 ,  o 
extremo cerrado aguas abajo perteneciente a un nodo de afluencia 
de la forma {ubica[m]-l,m,ubica[m] } x )  
var k:1..3; 
begin 
for k:=l to 3 do 
begin 










L . be[i]:=al[5]; 
be[i+ll:=a2[5]; 
ze[j+4-3*il]:=a1[4]; 




var j:intnpmx5;var ze:arrayl5r; var be:arraylZr); 
( *  asigna valores numericus a las variables para un punto de discretizacion 
m extremo abierto aguas arriba con condicion de contorno Z, 
o extremo abierto aguas abajo con condicion de contorno Q, 
o extremo cerrado aguas arriba perteneciente a un nodo de efluencia 




z e [ j + 4 + i l + i 2 + 2 * i 3 ] : = m + 3 % i 3 ] ;  
for k:=l to 2 do 
begin 
zeCj+k+il+l-i31: =al[1<+2-2*i3] ; 
ze[j+k+il+4+i2-i3]:=a2[k+2-2*i3] 
end ; 















var j:intnpmx5;var ze:arrayl5r; var be:arraylZr); 
( *  asigna valores numericos en la matriz para punto de discretization 
m interior a tramo simple, o punto extremo cerrado aguas arriba 
perteneciente a nodo de afluencia, o punto extremo cerrado 




for k: =l to 4 do 
begin 
ze[ j+k+il] : =al[lc] ; 
ze[ j+k+4+il+i2] : =a2[1~] 
end ; 

















procedure kacz(imax:intnpmx2;v:arrayl2i; w:arrayl5i;be:arraylZr;ze:arrayl5r; 
var x:arraylZr); 
(* metodo de las proyecciones modificado * )  
type array2r=array[1..2] of real; 
const iter=100000.0: 
var i,ik,il,j,l: integer;prod,lamd:arrayZr; pivote:arraymedio; 
k,asl,as2,as3,epai,~,coef:real;asq,xant:arrayl2r; 
vv:integer; imx2:intmedio; 




writeln('E1 procedimiento de Kacmarz con semiciclos no converge 

































 witch: =t,rue; 
pivote:=al/a3; 
al:=a3; 
a3 : =a2 ; 
212: =al-pivot,eaa3 ;
aux : =bl ; 












imx2:=irnax div 2; 
1% : = 0 ; 
j:=O; 

































l amd[11 := (p rod [ l l - a s tE3 , i k l*1amd[2 ] ) / a s t [ l , i k ] ;  





if (ik=imx2) then 
begin 
eps: =0;  








until ((k>=iter) or (epscconverg));writelr~(1r:15:O,eps:15:5); 
if((k>=iter) and (eps >=converg)) then noconverge 
end ; 
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( *  matriz * )  
I 
- 
for m:=l to npuntos do 

















for m:=l to npuntos-1 do 
if((codigo[m]<>20) and (codigo[m]<>21) and (codigo[m]<>25) 
- and (codigo[m]<>55) and (codigo[m]<90)) then 
I begin 
if(codigo[m]=51) then ik:=O else ik:=l; 
,_ if(ubica[m+ikl<m) then il:=l else il:=0; 
coefis(m,dts,teta,xcoor,Q,Z,S,B,D,derD,al,a2); 
if(codigo[ml=ll) then compactl(O,O,l,i,al,a2, 
dat[ubica[m]]-Q[m],j,ze,be) 
else 
if(codigo[m+ll=92) then compactl(0,0,0,i,al,a2, 
dat[ubica[m+l]l-Z[m+l],j,ze,be) 
else 
if(codigo[m+l]=21) then compactl(il,l,O,i,al,a2,0.,j,ze,be) 
else 
if(codigo[ml=12) then eompact2(0,0,0,i,al,a2, 
dat[ubica[mll-Z[m] ,j,ze,be) 
else 
if(codigo[m+ll=91) then compact2(0,0,l,i,al,a2, 
dat[ubica[m+l31-Q[m+l],j,ze,be) 
else 
if(codigo[ml=51) then compact2(il,1,0,i,al,a2,0.,j,ze,be) 
else 
iflcodigo[m+ll=20) then compact3(0,0,0,i,al,a2, 
- I dat[ubica[m+l]l-(Q[m+ll-Q[m]),j,ze,be) i - else if(codigo[m+ll=25) then compact3(il,l,l,i,al,a2,0.,j,ze,be) 
else 









b e g h  
write('Nombre del archivo de resultados ' ) ;  
readln(contor); 
assign(salida, contor) ; 
rewrite(sa1ida); 










if (unidad=' minutes') then dts:=dt*60.0 
else if(unidad=' horas') then dts:= dt*3600.0 
else dts:= dt*86400.0; 
t: = tinic+dt ; 
imp:=l; 







tablaD,B,derD,S,D) ; - _ I '  
if(imp=impri) then 
begin 






. , .  
imp: =0 
end ; 
